
四元数与三维旋转
Krasjet*

这篇文章的主要目的就是简单讨论一下四元数（Quaternion）与三维旋转
之间的关系．虽然网上四元数相关的资料有很多了，但是我好像一直没找到
令我满意的，所以就想自己来写一篇．
目前很多资料都使用了很代数的方法来解释这一主题，而且在某一些点上
讲得不是很清楚．因为 3D空间还是在我们理解范围之内的，所以四元数与
三维旋转的一些关系可以直接使用一些基础的几何学和线性代数的知识来推
导和理解，并不会那么复杂．我们在大部分的时间中也会采用这一方式来理
解四元数，如果你对更抽象的内容感兴趣，我在最后也非常浅显地提到一些，
但是它们不是我们的重点．
因为我们主要的侧重点会偏向几何以及计算机图形学中的应用，如果你是
因为在学习物理学或者抽象代数来看这篇文章，我不确定这篇文章能否帮助
到你．当然，我在最后提到的一些拓展阅读可能还是有一点用的．
我在写这篇文章的时候顺手写了一些用于 Demo的MATLAB/Octave代码，
并且将动画导出为了 GIF，你可以在 GitHub上找到它们：https://github.com/

Krasjet/quaternion

写完之后一直没有怎么校对过，所以肯定会存在很多错误．如果你发现有
任何错误或者对内容有什么意见，请直接到 GitHub的 Issues里报告，或者用
Email来联系我．
本文采用「CC BY-NC-SA 4.0」协议，在共享的时候请记得署名以及采用相
同的协议，并且不要用于商业用途．

1 复数
在介绍四元数与 3D旋转之间的关系之前，我们先来讨论一下复数（Complex

Number）的一些性质以及它与 2D旋转之间的关系．四元数的很多性质在很
多层面上都与复数非常类似，所以理解复数的一些性质会对理解四元数非常
有帮助．
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因为复数不是我们的重点，下面对复数的讨论不会非常全面．如果你对复
数已经非常了解了，也可以直接跳到第二章．

1.1 定义

任意一个复数 𝑧 ∈ C都可以表示为 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖 的形式，其中 𝑎, 𝑏 ∈ R而且
𝑖2 = −1．我们将 𝑎 称之为这个复数的实部（Real Part），𝑏 称之为这个复数的
虚部（Imaginary Part）．
因为 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖 其实就是对于 {1, 𝑖} 这个基（Basis）的线性组合（Linear

Combination），我们也可以用向量来表示一个复数：

𝑧 =
[
𝑎
𝑏

]
.

因为这个向量有两个元素，我们可以使用复平面上的一个点来表示一个复数．
复平面的横坐标 𝑅𝑒 代表它的实部，纵坐标 𝐼𝑚代表它的虚部：

𝑅𝑒

𝐼𝑚

𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖

𝑎

𝑏𝑖

1.2 定义与性质

1.2.1 复数加减法

如果我们有两个复数 𝑧1 = 𝑎 + 𝑏𝑖, 𝑧2 = 𝑐 + 𝑑𝑖，它们的和就是分量相加的结
果

𝑧1 + 𝑧2 = (𝑎 + 𝑐) + (𝑏 + 𝑑)𝑖.
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同理，如果要对它们相减，直接将分量相减就可以了

𝑧1 − 𝑧2 = (𝑎 − 𝑐) + (𝑏 − 𝑑)𝑖.

虽然复数的加减法还有很多其它的性质，但是加减法并不是我们的重点，我
们需要关注的是复数的乘法．

1.2.2 复数乘法

如果有两个复数 𝑧1 = 𝑎 + 𝑏𝑖, 𝑧2 = 𝑐 + 𝑑𝑖，我们可以使用分配律来计算它们
的乘积

𝑧1𝑧2 = (𝑎 + 𝑏𝑖)(𝑐 + 𝑑𝑖)
= 𝑎𝑐 + 𝑎𝑑𝑖 + 𝑏𝑐𝑖 + 𝑏𝑑𝑖2.

因为 𝑖2 = −1，这可以进一步化简为

𝑧1𝑧2 = 𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 + 𝑎𝑑𝑖 + 𝑏𝑐𝑖

= 𝑎𝑐 − 𝑏𝑑+
(𝑏𝑐 + 𝑎𝑑)𝑖.

如果仔细观察你就能发现，复数相乘的结果其实也是一个矩阵与向量相乘的
结果，也就是说：

𝑧1𝑧2 = 𝑎𝑐 − 𝑏𝑑+
(𝑏𝑐 + 𝑎𝑑)𝑖

=
[
𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

] [
𝑐
𝑑

]
.

右侧的
[
𝑐

𝑑

]
是用向量的形式来表示的 𝑧2，而左侧的

[
𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

]
则是 𝑧1的矩阵

形式．我们可以发现，复数相乘这个运算，其实是与
[
𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

]
这个矩阵所代

表的变换是等价的（虽然复数与这个矩阵的关系远远不止这些，但是你只需
要理解它所代表的变换与复数的乘法运算之间的关系就可以了）．
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那么，在矩阵形式下，复数与复数的相乘也可以表示为矩阵的相乘，如果
我们有两个复数 𝑧1 = 𝑎 + 𝑏𝑖, 𝑧2 = 𝑐 + 𝑑𝑖，那么与 𝑧1𝑧2 所代表的变换则可以
表示为

𝑧1𝑧2 =
[
𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

] [
𝑐 −𝑑
𝑑 𝑐

]
=

[
𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 −(𝑏𝑐 + 𝑎𝑑)
𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 𝑎𝑐 − 𝑏𝑑

]
.

注意，复数的相乘是满足交换律的，如果你自己尝试一下，就会发现 𝑧1𝑧2

与 𝑧2𝑧1是等价的：

𝑧2𝑧1 =
[
𝑐 −𝑑
𝑑 𝑐

] [
𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

]
=

[
𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 −(𝑏𝑐 + 𝑎𝑑)
𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 𝑎𝑐 − 𝑏𝑑

]
= 𝑧1𝑧2.

除此之外，我们来看一下一些特殊复数的矩阵形式：

1 =
[
1 0
0 1

]
= 𝐼 (𝑎 = 1, 𝑏 = 0)

𝑖 =
[
0 −1
1 0

]
. (𝑎 = 0, 𝑏 = 1)

可以看到，实数单位 1与单位矩阵是等价的．而虚数单位 𝑖则等价于
[

0 −1
1 0

]
，

如果我们尝试对它进行平方，可以发现：

𝑖2 = 𝑖 · 𝑖 =
[
0 −1
1 0

] [
0 −1
1 0

]
=

[−1 0
0 −1

]
= −𝐼 = −1.

即便是在矩阵形式下，𝑖2 与 −1其实也是等价的，这进一步展示了复数与这
一矩阵形式的关联．

4



1.2.3 复数的模长与共轭

在进行下一步的讨论之前，我们先定义一下复数的模长（Magnitude）．如
果 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖，那么它的模长为

∥𝑧∥ =
√
𝑎2 + 𝑏2.

接下来，我们定义复数的共轭（Conjugate）．如果 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖，那么它的共
轭为

𝑧 = 𝑎 − 𝑏𝑖.

我们只需要翻转 𝑧虚部的符号就能得到它的共轭了．如果尝试计算 𝑧𝑧，我们
会发现

𝑧𝑧 = (𝑎 + 𝑏𝑖)(𝑎 − 𝑏𝑖)
= 𝑎2 − 𝑎𝑏𝑖 + 𝑎𝑏𝑖 + 𝑏2

= 𝑎2 + 𝑏2 = ∥𝑧∥2.

所以，一个复数的模长又可以通过乘积的方式进行计算

∥𝑧∥ =
√
𝑧𝑧.

1.3 复数相乘与 2D旋转

现在，我们回到之前的话题，既然与复数的相乘代表着
[
𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

]
矩阵所作

出的变换，那这种变换代表着什么呢？
实际上，如果我们对这个矩阵进行一些变形，这个问题就很容易解决了[

𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

]
=
√
𝑎2 + 𝑏2

[
𝑎√

𝑎2+𝑏2
−𝑏√
𝑎2+𝑏2

𝑏√
𝑎2+𝑏2

𝑎√
𝑎2+𝑏2

]
.

我们将矩阵中每一个元素都除以了模长 ∥𝑧∥ =
√
𝑎2 + 𝑏2，并将这一项提到

了矩阵外面．经过这一变换，我们只需要观察一下复平面就能够解答之前的
问题了：
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𝑅𝑒

𝐼𝑚

√ 𝑎2
+ 𝑏

2

𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖

𝑏

𝑏𝑖

𝑎𝑎
θ

可以看到，∥𝑧∥ 正是复数 𝑧 与坐标轴所形成的三角形的斜边长，而 𝑎, 𝑏 分
别为三角形的两个直角边．如果将斜边与实数轴 𝑅𝑒 正方向的夹角记为 θ的
话，按照三角函数的定义可以得出 𝑎√

𝑎2+𝑏2
= cos(θ)，且 𝑏√

𝑎2+𝑏2
= sin(θ)，这个

角度 θ其实就是 atan2(𝑏, 𝑎)．知道了这些，原矩阵就可以变形为[
𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

]
=
√
𝑎2 + 𝑏2

[
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

]
= ∥𝑧∥

[
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

]
= ∥𝑧∥ · 𝐼

[
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

]
(对任意方形矩阵 𝐴 = 𝐼𝐴)

=
[ ∥𝑧∥ 0

0 ∥𝑧∥
] [

cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

]
.

我们将原本的矩阵变形为了两个变换矩阵的复合，其中左边的
[
∥𝑧∥ 0
0 ∥𝑧∥

]
是缩放矩阵，而右边的

[
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

]
则是我们熟悉的 2D旋转矩阵．

即便你不认识后面的那个旋转矩阵也没有关系，我们可以看看这个矩阵对
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两个基
[

1
0

]
和

[
0
1

]
的变换效果．首先是

[
1
0

]
：

[
𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

] [
1
0

]
=

[ ∥𝑧∥ 0
0 ∥𝑧∥

] [
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

] [
1
0

]
=

[ ∥𝑧∥ 0
0 ∥𝑧∥

] [
cos(θ)
sin(θ)

]
.

第一步首先将
[

1
0

]
变换到了

[
cos(θ)
sin(θ)

]
的位置，也就是逆时针旋转了 θ度，接

下来 [ ∥𝑧∥ 0
0 ∥𝑧∥

] [
cos(θ)
sin(θ)

]
=

[ ∥𝑧∥ cos(θ)
∥𝑧∥ sin(θ)

]

缩放矩阵将
[

cos(θ)
sin(θ)

]
缩放了 ∥𝑧∥倍，变为

[
∥𝑧∥ cos(θ)
∥𝑧∥ sin(θ)

]
．总的来说，就是对[

1
0

]
逆时针旋转了 θ度，并缩放了 ∥𝑧∥ 倍．

接下来是
[

0
1

]
[
𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

] [
0
1

]
=

[ ∥𝑧∥ 0
0 ∥𝑧∥

] [
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

] [
0
1

]
=

[ ∥𝑧∥ 0
0 ∥𝑧∥

] [− sin(θ)
cos(θ)

]
.

这里，第一步将
[

0
1

]
变换到了

[
− sin(θ)
cos(θ)

]
的位置，这同样是逆时针旋转了 θ

度，见下图：
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𝑅𝑒

𝐼𝑚

sin(θ)

sin(θ)

cos(θ)

cos(θ)
θ

θ

第二步的变换同样会将
[
− sin(θ)
cos(θ)

]
缩放为

[
−∥𝑧∥ sin(θ)
∥𝑧∥ cos(θ)

]
．这样等于是将整

个坐标系逆时针旋转了 θ角，并缩放了 ∥𝑧∥ 倍．
所以，复数的相乘其实是旋转与缩放变换的复合．如果有一个复数 𝑧 = 𝑎+𝑏𝑖，
那么 𝑧 与任意一个复数 𝑐 相乘都会将 𝑐 逆时针旋转 θ = atan2(𝑏, 𝑎)度，并将
其缩放 ∥𝑧∥ = √

𝑎2 + 𝑏2倍．
如果 ∥𝑧∥ = 1，也就是说 𝑎2 + 𝑏2 = 1，即这个复数可以用一个单位向量来
表示，那么这个复数所代表的几何意义就完全只有旋转了．所留下来的部分
就只有纯粹的旋转矩阵：

𝑧 =
[
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

]
如果我们想让 2D空间中任意一个向量 v旋转 θ度，那么我们就可以使用
这个矩阵对 v进行变换：

Theorem 1: 2D旋转公式（矩阵型）

v′ =
[
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

]
v

注意，其实
[

cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

]
这个旋转矩阵如果写成复数形式的话就是

cos(θ) + 𝑖 sin(θ)．
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如果我们将向量 v =

[
𝑥

𝑦

]
看作是一个复数 𝑣 = 𝑥 + 𝑦𝑖，其中实部为 𝑥，虚

部为 𝑦．那么，我们可以构造一个复数 𝑧 = cos(θ) + 𝑖 sin(θ)，并将它与 𝑣 相
乘来进行旋转．旋转 θ度之后的向量 𝑣′可以用等价的复数乘法来表示：

Theorem 2: 2D旋转公式（复数积型）

𝑣′ = 𝑧𝑣

= (cos(θ) + 𝑖 sin(θ))𝑣

1.3.1 复数的极坐标型

cos(θ)+ 𝑖 sin(θ)还可以进行下一步的变形．根据欧拉公式（Euler’s Formula），

cos(θ) + 𝑖 sin(θ) = 𝑒 𝑖θ.

欧拉公式的证明在微积分的课程中应该都会涉及到，这里就不作证明了．有
了这一个等式，我们能将复数表示为，

𝑧 = ∥𝑧∥
[
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

]
= ∥𝑧∥(cos(θ) + 𝑖 sin(θ))
= ∥𝑧∥𝑒 𝑖θ.

如果我们定义 𝑟 = ∥𝑧∥，我们就得到了复数的极坐标形式：

𝑧 = 𝑟𝑒 𝑖θ.

现在复数的定义就与实部与虚部的两个分量 𝑎, 𝑏 无关了，我们可以使用一
个缩放因子 𝑟 和旋转角度 θ的形式来定义任意一个复数，而且它旋转与缩放

的性质仍然存在．如果我们想对 2D空间中向量 v =

[
𝑥

𝑦

]
进行旋转并缩放，

我们可以类似地将这个向量看作是一个复数 𝑣 = 𝑥 + 𝑦𝑖．那么，经过旋转 θ
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度，缩放 𝑟 倍之后的向量 𝑣′就可以这样计算：

𝑣′ = 𝑟𝑒 𝑖θ𝑣.

如果仅需要旋转 θ度的话，可以令缩放因子 𝑟 = 1，那么变换后的结果就
是：

Theorem 3: 2D旋转公式（指数型）

𝑣′ = 𝑒 𝑖θ𝑣

这三种 2D旋转公式其实都是等价的，根据不同的需求我们可以使用旋转
的不同形态．在我们之后讨论四元数的时候，我们也会看到非常类似的公式．

1.4 旋转的复合

如果我们有两个代表 2D 旋转的单位复数 𝑧1 = cos(θ) + 𝑖 sin(θ)，𝑧2 =

cos(𝜙) + 𝑖 sin(𝜙)以及一个向量 𝑣 = 𝑥 + 𝑦𝑖，我们可以先对 𝑣进行 𝑧1的旋转

𝑣′ = 𝑧1𝑣,

在此基础上，我们对 𝑣′进行 𝑧2的旋转

𝑣′′ = 𝑧2(𝑧1𝑣)
= (𝑧2𝑧1)𝑣.

如果我们将这两次旋转所作出的等效变换称之为 𝑧net，那么

𝑣′′ = (𝑧2𝑧1)𝑣 = 𝑧net𝑣

𝑧net = 𝑧2𝑧1.

我们之前讨论过，因为复数的相乘遵守交换律，所以

𝑧net = 𝑧2𝑧1 = 𝑧1𝑧2.
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如果尝试计算一下 𝑧net，我们会发现

𝑧net = (cos(θ) + 𝑖 sin(θ))(cos(𝜙) + 𝑖 sin(𝜙))
= cos(θ) cos(𝜙) + 𝑖(cos(θ) sin(𝜙)) + 𝑖(sin(θ) cos(𝜙)) − sin(θ) sin(𝜙)
= (cos(θ) cos(𝜙) − sin(θ) sin(𝜙)) + (cos(θ) sin(𝜙) + sin(θ) cos(𝜙))𝑖 ,

这个式子利用三角恒等式可以化简为

𝑧net = (cos(θ) + 𝑖 sin(θ))(cos(𝜙) + 𝑖 sin(𝜙))
= cos(θ + 𝜙) + 𝑖 sin(θ + 𝜙).

所以，当我们对两个 2D旋转进行复合时，所得到的变换 𝑧net仍是一个旋转，
而且与施加的次序无关．这个等效变换的旋转角是 𝑧1与 𝑧2旋转角之和．

2 三维空间中的旋转
在讨论四元数之前，我们先来研究一下三维空间中的旋转．
表示三维空间中旋转的方法有很多种，但我们这里关注的是轴角式 (Axis-

angle)的旋转．虽然使用欧拉角的旋转很常用，但是我们知道欧拉角的表示
方法不仅会导致 Gimbal Lock（见Bonus章节）而且依赖于三个坐标轴的选定，
使用四元数正是为了解决这个问题．我们这里所要讨论的轴角式旋转是旋转
更加普遍的情况：
假设我们有一个经过原点的（如果旋转轴不经过原点我们可以先将旋转轴
平移到原点，进行旋转，再平移回原处）旋转轴 u = (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑇，我们希望将
一个向量 v，沿着这个旋转轴旋转 θ度，变换到 v′：

u

v

v′

θ
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注意，在这篇教程中我们将使用右手坐标系统，并且我们将使用右手定则
来定义旋转的正方向．你可以将右手拇指指向旋转轴 u的正方向，这时其它
四个手指弯曲的方向即为旋转的正方向．在上图中即为逆时针方向．对于左
手坐标系情况的讨论请见第 9章．
在轴角的表示方法中，一个旋转的定义需要使用到四个变量：旋转轴 u的

𝑥, 𝑦, 𝑧 坐标，以及一个旋转角 θ，也就是我们一共有四个自由度 (Degree of

Freedom)．这很明显是多于欧拉角的三个自由度的．实际上，任何三维中的旋
转只需要三个自由度就可以定义了，为什么这里我们会多出一个自由度呢？
其实，在我们定义旋转轴 u的 𝑥, 𝑦, 𝑧 坐标的同时，我们就定义了 u的模
长（长度）．然而，通常情况下，如果我们说绕着一个向量 u旋转，我们其实
指的是绕着 u所指的方向进行旋转．回忆一下向量的定义：向量是同时具有
大小和方向的量，但是在这里它的大小（长度）并不重要．我们可以说绕着
u1 = (0, 0, 1)𝑇 这个轴进行旋转，也可以说绕着 u2 = (0, 0, 3)𝑇 旋转．虽然这
两个向量完全不同，但是它们指向的都是同一个方向（即 𝑧轴的方向）：

𝑦

𝑧

𝑥

u2

u1

在三维空间中定义一个方向只需要用到两个量就可以了（与任意两个坐标
轴之间的夹角）．最简单的例子就是地球的经纬度，我们仅仅使用经度和纬
度两个自由度就可以定义地球上任意一个方位．而如果我们要表示某一个方
位上的特定一个点，则还需要添加海拔这个自由度．
为了消除旋转轴 u模长这个多余的自由度，我们可以规定旋转轴 u的模长
为 ∥u∥ =

√
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1，也就是说 u是一个单位向量．这样一来，空间

中任意一个方向上的单位向量就唯一代表了这个方向．我们其实可以将模长
规定为任意的常量，但是规定 ∥u∥ = 1能为我们之后的推导带来很多的便利，
这也是数学和物理中对方向定义的惯例．
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在实际代码的实现中，你也可以让用户输入一个非单位长度的旋转轴向量
u，但是在进行任何的计算之前你必须要记得先将它转化为一个单位向量：

û =
u
∥u∥

2.1 旋转的分解

有了这个约束，我们现在就可以开始思考怎么样进行这个旋转了．首先，
我们可以将 v分解为平行于旋转轴 u以及正交（垂直）于 u的两个分量，v∥
和 v⊥，即

v = v∥ + v⊥.

我们可以分别旋转这两个分向量，再将它们旋转的结果相加获得旋转后的向
量

v′ = v′
∥ + v′⊥.

下面是分解的示意图：

u

v

v⊥

v∥

可以看到，v∥ 其实就是 v在 u上的正交投影 (Orthogonal Projection)，根据
正交投影的公式，我们可以得出：

v∥ = proju(v)
=

u · v
u · u

u

=
u · v
∥u∥2 u (∥u∥2 = u · u)

= (u · v)u. (∥u∥ = 1)
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因为 v = v∥ + v⊥，我们可以得到

v⊥ = v − v∥

= v − (u · v)u.

既然我们已经知道怎么分解 v，接下来我们只需要分别讨论对 v∥ 和 v⊥的
旋转就可以了．

2.2 v∥ 的旋转

首先，我们来看一下平行于 u的 v∥．这种情况其实非常简单，从之前的图
示中就可以看到，v∥ 其实根本就没有被旋转，仍然与旋转轴 u重合，所以：

Theorem 4: 3D旋转公式（向量型，平行情况）

当 v∥ 平行于旋转轴 u时，旋转 θ角度之后的 v′
∥ 为：

v′
∥ = v∥

2.3 v⊥的旋转

接下来，我们需要处理正交于 u的 v⊥．因为这两个向量是正交的，这个旋
转可以看做是平面内的一个旋转．因为旋转不改变 v⊥ 的长度，所以路径是
一个圆．下面是这个旋转的示意图，右侧的为俯视图：

u

v

v⊥

v′

v′⊥

θ

v⊥

v′⊥w

v′
𝑣

v′
𝑤

u
θ

现在，3D的旋转就被我们转化为了 2D平面上的旋转．由于在这个平面上
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我们只有一个向量 v⊥，用它来表示一个旋转是不够的，我们还需要构造一个
同时正交于 u和 v⊥的向量 w，这个可以通过叉乘来获得

w = u × v⊥.

注意叉乘的顺序，因为我们使用的是右手坐标系统，按照右手定则你可以
发现这个新的向量 w指向 v⊥ 逆时针旋转 𝜋/2后的方向，并且和 v⊥ 一样也
处于正交于 u的平面内．因为 ∥u∥ = 1，我们可以发现

∥w∥ = ∥u × v⊥∥
= ∥u∥ · ∥v⊥∥ · sin(𝜋/2) （𝜋/2是 u与 v⊥的夹角）
= ∥v⊥∥.

也就是说，w和 v⊥的模长是相同的，所以，w也位于圆上．有了这个新的
向量 w，就相当于我们在平面内有了两个坐标轴．我们现在可以把 v′⊥ 投影
到 w和 v⊥上，将其分解为 v′

𝑣 和 v′
𝑤．使用一点三角学的知识我们就能得到

v′⊥ = v′
𝑣 + v′

𝑤

= cos(θ)v⊥ + sin(θ)w
= cos(θ)v⊥ + sin(θ)(u × v⊥).

这也就完成了旋转的第二步，我们可以得到这样一个定理：

Theorem 5: 3D旋转公式（向量型，正交情况）

当 v⊥正交于旋转轴 u时，旋转 θ角度之后的 v′⊥为：

v′⊥ = cos(θ)v⊥ + sin(θ)(u × v⊥)

2.4 v的旋转

将上面的两个结果组合就可以获得

v′ = v′
∥ + v′⊥

= v∥ + cos(θ)v⊥ + sin(θ)(u × v⊥).
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因为叉乘遵守分配律，

u × v⊥ = u × (v − v∥)
= u × v − u × v∥

= u × v. （u平行于 v∥，所以 u × v∥ = 0）

最后，将 v∥ = (u · v)u与 v⊥ = v − (u · v)u代入

v′ = (u · v)u + cos(θ)(v − (u · v)u) + sin(θ)(u × v)
= cos(θ)v + (1 − cos(θ))(u · v)u + sin(θ)(u × v).

这样我们就得到了一般形式的旋转公式：

Theorem 6: 3D旋转公式（向量型，一般情况，也叫做「Rodrigues’

Rotation Formula」）
3D空间中任意一个 v沿着单位向量 u旋转 θ角度之后的 v′为：

v′ = cos(θ)v + (1 − cos(θ))(u · v)u + sin(θ)(u × v)

虽然最后结果看起来很复杂，但我们很快就能看到四元数与上面这些公式
之间的联系．

3 四元数
终于，我们可以开始讨论四元数与旋转之间的关系了．四元数的定义和复
数非常类似，唯一的区别就是四元数一共有三个虚部，而复数只有一个．所
有的四元数 𝑞 ∈ H（H代表四元数的发现者William Rowan Hamilton）都可以
写成下面这种形式

𝑞 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐 𝑗 + 𝑑𝑘, (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ R)

其中

𝑖2 = 𝑗2 = 𝑘2 = 𝑖 𝑗𝑘 = −1.
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上面这个看似简单的公式就决定了四元数的一切性质．
与复数类似，因为四元数其实就是对于基 {1, 𝑖 , 𝑗 , 𝑘}的线性组合，四元数
也可以写成向量的形式

𝑞 =


𝑎
𝑏
𝑐
𝑑


.

除此之外，我们经常将四元数的实部与虚部分开，并用一个三维的向量来
表示虚部，将它表示为标量和向量的有序对形式

𝑞 = [𝑠, v]. (v =
[
𝑥
𝑦
𝑧

]
, 𝑠 , 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ R)

3.1 定义与性质

3.1.1 模长（范数）

仿照复数的定义，我们可以暂时将一个四元数 𝑞 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐 𝑗 + 𝑑𝑘 的模长
（或者说范数（Norm））定义为

∥𝑞∥ =
√
𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2.

如果用标量向量有序对的形式进行表示的话，𝑞 = [𝑠, v]的模长为

∥𝑞∥ =
√
𝑠2 + ∥v∥2

=
√
𝑠2 + v · v （v · v = ∥v∥2）

显然，四元数的模长很难用几何的方法来进行理解，因为它代表的是一个四
维的长度．但是，和高维向量的模长一样，这只是类比复数模长进行衍生定
义的结果，你只需要将它理解为一个定义就可以了．
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3.1.2 四元数加法和减法

与复数类似，四元数的加法只需要将分量相加就可以了．如果我们有两个
四元数 𝑞1 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐 𝑗 + 𝑑𝑘，𝑞2 = 𝑒 + 𝑓 𝑖 + 𝑔 𝑗 + ℎ𝑘，那么它们的和为

𝑞1 + 𝑞2 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐 𝑗 + 𝑑𝑘 + 𝑒 + 𝑓 𝑖 + 𝑔 𝑗 + ℎ𝑘

= (𝑎 + 𝑒) + (𝑏 + 𝑓 )𝑖 + (𝑐 + 𝑔)𝑗 + (𝑑 + ℎ)𝑘

减法也是同理，只要将加号改为减号就可以了

𝑞1 − 𝑞2 = (𝑎 − 𝑒) + (𝑏 − 𝑓 )𝑖 + (𝑐 − 𝑔)𝑗 + (𝑑 − ℎ)𝑘.

如果四元数是以标量向量有序对形式定义的，比如说 𝑞1 = [𝑠, v]，𝑞2 = [𝑡 , u]，
那么

𝑞1 ± 𝑞2 = [𝑠 ± 𝑡 , v ± u].

3.1.3 标量乘法

如果我们有一个四元数 𝑞 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐 𝑗 + 𝑑𝑘 和一个标量 𝑠，那么它们的乘
积为：

𝑠𝑞 = 𝑠(𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐 𝑗 + 𝑑𝑘)
= 𝑠𝑎 + 𝑠𝑏𝑖 + 𝑠𝑐 𝑗 + 𝑠𝑑𝑘.

四元数与标量的乘法是遵守交换律的，也就是说 𝑠𝑞 = 𝑞𝑠．

3.1.4 四元数乘法

四元数之间的乘法比较特殊，它们是不遵守交换律的，也就是说一般情况
下 𝑞1𝑞2 ≠ 𝑞2𝑞1．这也就有了左乘和右乘的区别．如果是 𝑞1𝑞2，那么我们就说
「𝑞2左乘以 𝑞1」，如果是 𝑞2𝑞1，那我们就说「𝑞2右乘以 𝑞1」．除了交换律之外，
我们经常使用的结合律和分配律在四元数内都是成立的．
那么，如果有两个四元数 𝑞1 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐 𝑗 + 𝑑𝑘和 𝑞2 = 𝑒 + 𝑓 𝑖 + 𝑔 𝑗 + ℎ𝑘，那
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么它们的乘积为：

𝑞1𝑞2 = (𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐 𝑗 + 𝑑𝑘)(𝑒 + 𝑓 𝑖 + 𝑔 𝑗 + ℎ𝑘)
= 𝑎𝑒 + 𝑎 𝑓 𝑖 + 𝑎𝑔 𝑗 + 𝑎ℎ𝑘+
𝑏𝑒𝑖 + 𝑏 𝑓 𝑖2 + 𝑏𝑔𝑖𝑗 + 𝑏ℎ𝑖𝑘+
𝑐𝑒 𝑗 + 𝑐 𝑓 𝑗𝑖 + 𝑐𝑔 𝑗2 + 𝑐ℎ 𝑗𝑘+
𝑑𝑒𝑘 + 𝑑𝑓 𝑘𝑖 + 𝑑𝑔𝑘 𝑗 + 𝑑ℎ𝑘2

这样乘法最终的结果显然非常凌乱，但是我们可以根据 𝑖2 = 𝑗2 = 𝑘2 = 𝑖 𝑗𝑘 =

−1这个定义来化简．通过这个公式我们可以知道

𝑖 𝑗𝑘 = −1

𝑖𝑖 𝑗𝑘 = −𝑖 （等式两边同时左乘以 𝑖）
−𝑗𝑘 = −𝑖 （𝑖𝑖 = 𝑖2 = −1）
𝑗𝑘 = 𝑖.

同理，

𝑖 𝑗𝑘 = −1

𝑖 𝑗𝑘𝑘 = −𝑘 （等式两边同时右乘以 𝑘）
−𝑖 𝑗 = −𝑘
𝑖𝑗 = 𝑘.

利用 𝑖 𝑗 = 𝑘 这个公式，我们可以继续推导

𝑖 𝑗 = 𝑘

𝑖𝑗 𝑗 = 𝑘 𝑗 （等式两边同时右乘以 𝑗）
−𝑖 = 𝑘 𝑗

𝑘 𝑗 = −𝑖.

从这里我们就已经可以发现交换律不成立了，因为 𝑗𝑘 ≠ 𝑘 𝑗．按照类似的步骤
进行推导，我们可以得出这样一个表格：
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× 1 𝑖 𝑗 𝑘

1 1 𝑖 𝑗 𝑘

𝑖 𝑖 −1 𝑘 −𝑗
𝑗 𝑗 −𝑘 −1 𝑖

𝑘 𝑘 𝑗 −𝑖 −1

表格最左列中一个元素右乘以顶行中一个元素的结果就位于这两个元素行列
的交叉处．比如说 𝑗𝑖 = −𝑘．用颜色标记的格子代表着乘法交换律不成立．
利用这个表格，我们就能进一步化简四元数乘积的结果：

𝑞1𝑞2 = 𝑎𝑒 + 𝑎 𝑓 𝑖 + 𝑎𝑔 𝑗 + 𝑎ℎ𝑘+
𝑏𝑒𝑖 − 𝑏 𝑓 + 𝑏𝑔𝑘 − 𝑏ℎ 𝑗+
𝑐𝑒 𝑗 − 𝑐 𝑓 𝑘 − 𝑐𝑔 + 𝑐ℎ𝑖+
𝑑𝑒𝑘 + 𝑑𝑓 𝑗 − 𝑑𝑔𝑖 − 𝑑ℎ

= (𝑎𝑒 − 𝑏 𝑓 − 𝑐𝑔 − 𝑑ℎ)+
(𝑏𝑒 + 𝑎 𝑓 − 𝑑𝑔 + 𝑐ℎ)𝑖+
(𝑐𝑒 + 𝑑 𝑓 + 𝑎𝑔 − 𝑏ℎ)𝑗+
(𝑑𝑒 − 𝑐 𝑓 + 𝑏𝑔 + 𝑎ℎ)𝑘.

3.1.5 矩阵形式

可以看到，四元数的相乘其实也是一个线性组合，我们同样可以将它写成
矩阵的形式

𝑞1𝑞2 =


𝑎 −𝑏 −𝑐 −𝑑
𝑏 𝑎 −𝑑 𝑐
𝑐 𝑑 𝑎 −𝑏
𝑑 −𝑐 𝑏 𝑎



𝑒
𝑓
𝑔
ℎ


.

注意，这个矩阵所做出的变换等价于左乘 𝑞1．因为四元数不符合交换律，所
以右乘 𝑞1 的变换是一个不同的矩阵，它可以使用完全相同的方法推导而得，
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这里我直接给出结果．下面这个矩阵所做出的变换等价于右乘 𝑞1：

𝑞2𝑞1 =


𝑎 −𝑏 −𝑐 −𝑑
𝑏 𝑎 𝑑 −𝑐
𝑐 −𝑑 𝑎 𝑏
𝑑 𝑐 −𝑏 𝑎



𝑒
𝑓
𝑔
ℎ


3.1.6 Graßmann积

回到之前的结果，我重新整理了一下乘积中的每一项，观察一下，看看能
不能发现什么规律

𝑞1𝑞2 = (𝑎𝑒 − (𝑏 𝑓 + 𝑐𝑔 + 𝑑ℎ))+
(𝑏𝑒 + 𝑎 𝑓 + 𝑐ℎ − 𝑑𝑔)𝑖+
(𝑐𝑒 + 𝑎𝑔 + 𝑑𝑓 − 𝑏ℎ)𝑗+
(𝑑𝑒 + 𝑎ℎ + 𝑏𝑔 − 𝑐 𝑓 )𝑘.

如果令 v =
[
𝑏
𝑐
𝑑

]
, u =

[ 𝑓
𝑔
ℎ

]
，那么

v · u = 𝑏 𝑓 + 𝑐𝑔 + 𝑑ℎ.

v × u =

�������
i j k
𝑏 𝑐 𝑑
𝑓 𝑔 ℎ

�������
= (𝑐ℎ − 𝑑𝑔)i − (𝑏ℎ − 𝑑𝑓 )j + (𝑏𝑔 − 𝑐 𝑓 )k.

注意 v× u的结果是一个向量，这里的 i、j、k是向量的基，写成这种形式结
果应该就非常清楚了，如果使用标量向量有序对形式来表示，𝑞1𝑞2的结果可
以用向量点乘和叉乘的形式表示出来（其实按照历史的顺序来说叉乘是在这
里被定义的）

𝑞1𝑞2 = [𝑎𝑒 − v · u, 𝑎u + 𝑒v + v × u].

这个结果也被叫做 Graßmann积 (Graßmann Product)，一般来说：
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Theorem 7: Graßmann积

对任意四元数 𝑞1 = [𝑠, v], 𝑞2 = [𝑡 , u]，𝑞1𝑞2的结果是

𝑞1𝑞2 = [𝑠𝑡 − v · u, 𝑠u + 𝑡v + v × u]

如果你还记得之前推导 3D旋转公式时的结果，你应该就能注意到上面这
个定理会成为将四元数与旋转联系起来的关键．

3.1.7 纯四元数

在我们正式进入四元数的讨论之前，我们还需要更多关于四元数的定义．
如果一个四元数能写成这样的形式：

𝑣 = [0, v]

那我们则称 𝑣为一个纯四元数 (Pure Quaternion)，即仅有虚部的四元数．因
为纯四元数仅由虚部的 3D向量决定，我们可以将任意的 3D向量转换为纯
四元数．在本文中，如果一个 3D向量为 v，那么不加粗、没有上标的 𝑣则为
它对应的纯四元数 𝑣 = [0, v]．
纯四元数有一个很重要的特性：如果有两个纯四元数 𝑣 = [0, v], 𝑢 = [0, u]，
那么

𝑣𝑢 = [0 − v · u, 0 + v × u]
= [−v · u, v × u].

我们在之后还需要证明更多有关纯四元数的定理，但这一条暂时就够用了．

3.1.8 逆和共轭

因为四元数是不遵守交换律的，我们通常不会将两个四元数相除写为 𝑝
𝑞 的

形式．取而代之的是将乘法的逆运算定义为 𝑝𝑞−1 或者 𝑞−1𝑝，注意它们的结
果一般是不同的．
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其中，𝑞−1是 𝑞 的逆（Inverse），我们规定

𝑞𝑞−1 = 𝑞−1𝑞 = 1 （𝑞 ≠ 0）

这也就是说

(𝑝𝑞)𝑞−1 = 𝑝(𝑞𝑞−1) = 𝑝 · 1 = 𝑝

𝑞−1(𝑞𝑝) = (𝑞−1𝑞)𝑝 = 1 · 𝑝 = 𝑝

所以，右乘 𝑞的逆运算为右乘 𝑞−1，左乘 𝑞的逆运算为左乘 𝑞−1，这个与矩阵
的性质非常相似．
显然，要在无数的四元数中寻找一个满足 𝑞𝑞−1 = 𝑞−1𝑞 = 1的 𝑞−1 是非常
困难的，但是实际上我们可以使用四元数共轭的一些性质来获得 𝑞−1．
我们定义，一个四元数 𝑞 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐 𝑗 + 𝑑𝑘 的共轭为 𝑞∗ = 𝑎 − 𝑏𝑖 − 𝑐 𝑗 − 𝑑𝑘

（𝑞∗读作「q star」）．如果用标量向量有序对的形式来定义的话，𝑞 = [𝑠, v]的
共轭为 𝑞∗ = [𝑠,−v]．共轭四元数的一个非常有用的性质就是

𝑞𝑞∗ = [𝑠, v] · [𝑠,−v]
= [𝑠2 − v · (−v), 𝑠(−v) + 𝑠v + v × (−v)]
= [𝑠2 + v · v, 0]. (v平行于 −v，所以 v × (−v) = 0)

可以看到，这最终的结果是一个实数，而它正是四元数模长的平方

𝑞𝑞∗ = [𝑠2 + v · v, 0]
= 𝑠2 + 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2

= ∥𝑞∥2.

因为 (𝑞∗)∗ = [𝑠,−(−v)] = [𝑠, v] = 𝑞，

𝑞∗𝑞 = (𝑞∗)(𝑞∗)∗

= ∥𝑞∗∥2

= 𝑠2 + 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2

= ∥𝑞∥2
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= 𝑞𝑞∗.

所以我们得到，𝑞∗𝑞 = 𝑞𝑞∗．这个特殊的乘法是遵守交换律的．
如果你还记得之前四元数逆的定义的话

𝑞𝑞−1 = 1

𝑞∗𝑞𝑞−1 = 𝑞∗ （等式两边同时左乘以 𝑞∗）
(𝑞∗𝑞)𝑞−1 = 𝑞∗

∥𝑞∥2 · 𝑞−1 = 𝑞∗ （𝑞∗𝑞 = ∥𝑞∥2）

𝑞−1 =
𝑞∗

∥𝑞∥2 .

用这种办法寻找一个四元数的逆会非常高效，我们只需要将一个四元数的虚
部改变符号，除以它模长的平方就能获得这个四元数的逆了．如果 ∥𝑞∥ = 1，
也就是说 𝑞是一个单位四元数 (Unit Quaternion)，那么

𝑞−1 =
𝑞∗

12 = 𝑞∗.

3.2 四元数与 3D旋转

有了这些知识，我们就能开始讨论四元数与 3D旋转之间的关联了．
回忆一下我们之前讨论过的内容：如果我们需要将一个向量 v沿着一个用
单位向量所定义的旋转轴 u旋转 θ度，那么我们可以将这个向量 v拆分为正
交于旋转轴的 v⊥以及平行于旋转轴的 v∥．我们可以对这两个分向量分别进
行旋转，获得 v′⊥和 v′

∥．将它们相加就是 v旋转之后的结果 v′ = v′
∥ + v′⊥．

我们可以将这些向量定义为纯四元数

𝑣 = [0, v] 𝑣′ = [0, v′]
𝑣⊥ = [0, v⊥] 𝑣′⊥ = [0, v′⊥]
𝑣∥ = [0, v∥] 𝑣′∥ = [0, v′

∥]
𝑢 = [0, u],
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那么我们就能得到

𝑣 = 𝑣∥ + 𝑣⊥ 𝑣′ = 𝑣′∥ + 𝑣′⊥

和之前一样，我们在这里也分开讨论 𝑣⊥和 𝑣∥ 的情况．

3.2.1 𝑣⊥的旋转

我们首先讨论正交于旋转轴的 𝑣⊥．我们之前推导过，如果一个向量 v⊥正
交于旋转轴 u，那么

v′⊥ = cos(θ)v⊥ + sin(θ)(u × v⊥).

我们可以很容易地将前面的 v′⊥和 v⊥替换为 𝑣′⊥和 𝑣⊥，但是我们仍遗留下
来了一个 u × v⊥．幸运的是，利用四元数的性质，我们可以将它写成四元数
积的形式．我们之前推导过，如果有两个纯四元数 𝑣 = [0, v], 𝑢 = [0, u]，那
么 𝑣𝑢 = [−v · u, v × u]．类似地，

𝑢𝑣⊥ = [−u · v⊥, u × v⊥].

因为 v⊥正交于 u，所以 u · v⊥ = 0，也就是说

𝑢𝑣⊥ = [0, u × v⊥]
= u × v⊥

注意，𝑢𝑣⊥同样是一个纯四元数．我们离最终的结论已经很近了！将这个等
式以及之前定义的纯四元数代入，我们就能获得

𝑣′⊥ = cos(θ)𝑣⊥ + sin(θ)(𝑢𝑣⊥).

因为四元数的乘法遵守分配律，我们可以继续变换这个等式

𝑣′⊥ = cos(θ)𝑣⊥ + sin(θ)(𝑢𝑣⊥)
= (cos(θ) + sin(θ)𝑢)𝑣⊥.
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你应该可以注意到，如果我们将 (cos(θ) + sin(θ)𝑢)看做是一个四元数，我们
就能将旋转写成四元数的乘积了．到此为止，我们已经将旋转与四元数的积
联系起来了．如果令 𝑞 = cos(θ) + sin(θ)𝑢，我们能得到

𝑣′⊥ = 𝑞𝑣⊥.

如果能构造一个 𝑞，那么我们就能完成这个旋转了．我们可以对 𝑞 继续进
行变形

𝑞 = cos(θ) + sin(θ)𝑢
= [cos(θ), 0] + [0, sin(θ)u]
= [cos(θ), sin(θ)u].

也就是说，如果旋转轴 u的坐标为
[ 𝑢𝑥
𝑢𝑦
𝑢𝑧

]
，旋转角为 θ，那么完成这一旋转

所需要的四元数 𝑞 可以构造为

𝑞 = cos(θ) + sin(θ)𝑢𝑥 𝑖 + sin(θ)𝑢𝑦 𝑗 + sin(θ)𝑢𝑧𝑘.
这样我们就完成了对 𝑣⊥的旋转，我们可以得到下面这个定理：

Theorem 8: 3D旋转公式（四元数型，正交情况）

当 v⊥正交于旋转轴 u时，旋转 θ角度之后的 v′⊥可以使用四元数乘法来
获得．令 𝑣⊥ = [0, v⊥]，𝑞 = [cos(θ), sin(θ)u]，那么：

𝑣′⊥ = 𝑞𝑣⊥

这个四元数 𝑞 其实还有一个性质，我们可以注意到

∥𝑞∥ =
√

cos2(θ) + (sin(θ)u · sin(θ)u)

=
√

cos2(θ) + sin2(θ)(u · u)

=
√

cos2(θ) + sin2(θ)(∥u∥2) （u · u = ∥u∥2）

=
√

cos2(θ) + sin2(θ) （∥u∥ = 1）
= 1. （三角恒等式）
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所以，我们构造出来的这个 𝑞 其实是一个单位四元数．我们之前讨论过，复
数的乘法的几何意义可以理解为缩放与旋转的复合．这个性质可以类比到四
元数，而因为 ∥𝑞∥ = 1，它所代表的变换并不会对原向量进行缩放，是一个
纯旋转．

3.2.2 𝑣∥ 的旋转

接下来是平行于旋转轴的 𝑣∥．我们之前讨论过，如果一个向量 v∥ 平行于
u，那么旋转不会对它作出任何的变换，也就是说：

Theorem 9: 3D旋转公式（四元数型，平行情况）

当 v∥ 平行于旋转轴 u时，旋转 θ角度之后的 v′
∥ 用四元数可以写为：

𝑣′∥ = 𝑣∥

3.2.3 𝑣的旋转

有了这些知识，我们能够获得一般情况下 𝑣′的结果了

𝑣′ = 𝑣′∥ + 𝑣′⊥

= 𝑣∥ + 𝑞𝑣⊥. （其中 𝑞 = [cos(θ), sin(θ)u]）

我们当然可以像以前那样将 𝑣∥ 和 𝑣⊥拆开，继续进行化简．但是这里我们不
会这么做，因为我们有更好的办法来进一步化简它．
在进一步化简之前，我们需要证明几个引理：

Lemma 1

如果 𝑞 = [cos(θ), sin(θ)u]，而且 u 为单位向量，那么 𝑞2 = 𝑞𝑞 =

[cos(2θ), sin(2θ)u]．

Proof. 这个引理的证明很简单，只需要使用 Graßmann积和一些三角恒等式
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就可以了

𝑞2 = [cos(θ), sin(θ)u] · [cos(θ), sin(θ)u]
= [cos2(θ) − (sin(θ)u · sin(θ)u), (cos(θ) sin(θ) + sin(θ) cos(θ))u + (sin(θ)u × sin(θ)u)]
= [cos2(θ) − sin2(θ)∥u∥2, 2 sin(θ) cos(θ)u + 0]
= [cos2(θ) − sin2(θ), 2 sin(θ) cos(θ)u]
= [cos(2θ), sin(2θ)u].

□

其实这个引理的几何意义就是，如果绕着同一个轴 u连续旋转 θ度两次，
那么所做出的变换等同于直接绕着 u旋转 2θ度．
有了这个引理，我们再来回忆一下四元数逆的定义：

𝑞𝑞−1 = 1

现在，我们就能够对原本的旋转公式进行变形了

𝑣′ = 𝑣∥ + 𝑞𝑣⊥ （𝑞 = [cos(θ), sin(θ)u]）
= 1 · 𝑣∥ + 𝑞𝑣⊥

= 𝑝𝑝−1𝑣∥ + 𝑝𝑝𝑣⊥. （令 𝑞 = 𝑝2，则 𝑝 =
[
cos

(1
2θ

)
, sin

(1
2θ

)
u
]
）

在这里，我们引入了一个新的四元数 𝑝 =
[
cos

( 1
2θ

)
, sin

( 1
2θ

)
u
]．根据刚刚证

明的引理，我们可以验证

𝑝𝑝 = 𝑝2

=
[
cos

(
2 · 1

2θ
)
, sin

(
2 · 1

2θ
)
u
]

= [cos(θ), sin(θ)u] = 𝑞.

你应该能够注意到，和 𝑞一样，∥𝑝∥ = 1，𝑝也是一个单位四元数，也就是说

𝑝−1 = 𝑝∗.
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将这个结果代入之前的等式中

𝑣′ = 𝑝𝑝−1𝑣∥ + 𝑝𝑝𝑣⊥

= 𝑝𝑝∗𝑣∥ + 𝑝𝑝𝑣⊥.

我们还能进一步化简这个公式，但在继续之前还需要再证明两个引理：

Lemma 2

假设 𝑣∥ = [0, v∥]是一个纯四元数，而 𝑞 = [𝛼, 𝛽u]，其中 u是一个单位
向量，𝛼, 𝛽 ∈ R．在这种条件下，如果 v∥ 平行于 u，那么 𝑞𝑣∥ = 𝑣∥𝑞

Proof. 这个引理的证明同样需要用到 Graßmann积．我们先计算等式左边：

LHS = 𝑞𝑣∥

= [𝛼, 𝛽u] · [0, v∥]
= [0 − 𝛽u · v∥ , 𝛼v∥ + 0 + 𝛽u × v∥]
= [−𝛽u · v∥ , 𝛼v∥]. （v∥ 平行于 u，所以 𝛽u × v∥ = 0）

接下来计算等式的右边：

RHS = 𝑣∥𝑞

= [0, v∥] · [𝛼, 𝛽u]
= [0 − v∥ · 𝛽u, 0 + 𝛼v∥ + v∥ × 𝛽u]
= [−v∥ · 𝛽u, 𝛼v∥] （v∥ 平行于 u，所以 v∥ × 𝛽u = 0）
= [−𝛽u · v∥ , 𝛼v∥] = LHS （点乘遵守交换律）

□

下面是第二个引理：

Lemma 3

假设 𝑣⊥ = [0, v⊥]是一个纯四元数，而 𝑞 = [𝛼, 𝛽u]，其中 u是一个单位
向量，𝛼, 𝛽 ∈ R．在这种条件下，如果 v⊥正交于 u，那么 𝑞𝑣⊥ = 𝑣⊥𝑞∗
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Proof. 它的证明与之前的引理完全类似．

LHS = 𝑞𝑣⊥

= [𝛼, 𝛽u] · [0, v⊥]
= [0 − 𝛽u · v⊥, 𝛼v⊥ + 0 + 𝛽u × v⊥]
= [0, 𝛼v⊥ + 𝛽u × v⊥] （v⊥正交于 u，所以 𝛽u · v⊥ = 0）

RHS = 𝑣⊥𝑞∗

= [0, v⊥] · [𝛼, −𝛽u]
= [0 + v⊥ · 𝛽u, 0 + 𝛼v⊥ + v⊥ × (−𝛽u)]
= [0, 𝛼v⊥ + v⊥ × (−𝛽u)] （v⊥正交于 u，所以 v⊥ · 𝛽u = 0）
= [0, 𝛼v⊥ − (−𝛽u) × v⊥] （a × b = −b × a）
= [0, 𝛼v⊥ + 𝛽u × v⊥] = LHS

□

现在，我们就能对之前的公式做出最后的变形了

𝑣′ = 𝑝𝑝∗𝑣∥ + 𝑝𝑝𝑣⊥

= 𝑝𝑣∥𝑝∗ + 𝑝𝑣⊥𝑝∗

= 𝑝(𝑣∥ + 𝑣⊥)𝑝∗.

显然，(𝑣∥ + 𝑣⊥)其实就是 𝑣，所以，

𝑣′ = 𝑝𝑣𝑝∗.

到此为止，我们就解开了四元数与 3D旋转之间的谜题．虽然我们之前将
𝑣划分成了两个分量，但是推导的结果其实并没有包含 𝑣∥ 和 𝑣⊥．3D空间中
任意一个旋转都能够用三个四元数相乘的形式表达出来．虽然推导的结果可
能比较冗长，但是最终的结果非常简短．我们可以总结为一个定理：
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Theorem 10: 3D旋转公式（四元数型，一般情况）

任意向量 v沿着以单位向量定义的旋转轴 u旋转 θ度之后的 v′可以使
用四元数乘法来获得．令 𝑣 = [0, v]，𝑞 =

[
cos

( 1
2θ

)
, sin

( 1
2θ

)
u
]，那么：

𝑣′ = 𝑞𝑣𝑞∗ = 𝑞𝑣𝑞−1

换句话说，如果我们有 𝑞 = [cos(θ), sin(θ)u]，那么 𝑣′ = 𝑞𝑣𝑞∗ 可以将 v沿
着 u旋转 2θ度．
虽然这个公式非常简洁，但是它并不是那么直观．如果你想了解它真正的
含义的话，还需要将它还原到变形之前的式子

𝑣′ = 𝑞𝑣𝑞∗ = 𝑞𝑞∗𝑣∥ + 𝑞𝑞𝑣⊥ = 𝑣∥ + 𝑞2𝑣⊥.

这也就是说，𝑞𝑣𝑞∗这个变换，对 𝑣平行于旋转轴的分量 𝑣∥ 实施的变换是 𝑞𝑞∗，
这两个变换完全抵消了，也就是没有旋转．而对于正交于旋转轴的分量 𝑣⊥
则实施的是两次变换 𝑞2 = 𝑞𝑞，将它旋转 θ

2 + θ
2 = θ度．

实际上，这个公式也是与上一章推导的「Rodrigues’ Rotation Formula」完全
等价的．如果你感兴趣的话，可以试试证明下面这个等式，确认我们的推导
是没有错误的（提示：证明可能会用到 a× (b× c) = (a · c)b− (a · b)c 这个公
式）

𝑞𝑣𝑞∗ = [0, cos(θ)v + (1 − cos(θ))(u · v)u + sin(θ)(u × v)].

虽然这个等式的证明可能看起来会非常麻烦，但我仍推荐您去尝试一下．
除了一些三角公式，证明所需要的全部知识我们都已经涉及到了．它会让你
更清楚地了解变换的整个过程以及为什么变换的结果是一个纯四元数．
因为所有的旋转四元数的实部都只是一个角度的余弦值，假设有一个单位
四元数 𝑞 = [𝑎, b]，如果我们想要提取它所对应旋转的角度，那么我们可以直
接得到

θ

2 = cos−1(𝑎).
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如果想要再获得旋转轴，那么只需要将 b的每一项都除以 sin
(
θ
2
) 就可以了

u =
b

sin(cos−1(𝑎)) .

3.3 3D旋转的矩阵形式

在实际的应用中，我们可能会需要将旋转与平移和缩放进行复合，所以需
要用到四元数旋转的矩阵形式．它可以很容易地从上面这个公式推导出来．
我们之前讨论过，左乘一个四元数 𝑞 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐 𝑗 + 𝑑𝑘 等同于下面这个矩阵

𝐿(𝑞) =


𝑎 −𝑏 −𝑐 −𝑑
𝑏 𝑎 −𝑑 𝑐
𝑐 𝑑 𝑎 −𝑏
𝑑 −𝑐 𝑏 𝑎


而右乘 𝑞 等同于这个矩阵

𝑅(𝑞) =


𝑎 −𝑏 −𝑐 −𝑑
𝑏 𝑎 𝑑 −𝑐
𝑐 −𝑑 𝑎 𝑏
𝑑 𝑐 −𝑏 𝑎


.

所以，我们可以利用这两个公式将 𝑣′ = 𝑞𝑣𝑞∗写成矩阵形式．假设 𝑎 = cos
( 1

2θ
)，

𝑏 = sin
( 1

2θ
)
𝑢𝑥，𝑐 = sin

( 1
2θ

)
𝑢𝑦，𝑑 = sin

( 1
2θ

)
𝑢𝑧，𝑞 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐 𝑗 + 𝑑𝑘，我们

就能得到
𝑞𝑣𝑞∗ = 𝐿(𝑞)𝑅(𝑞∗)𝑣 （或者 𝑅(𝑞∗)𝐿(𝑞)𝑣，它们是等价的）

=


𝑎 −𝑏 −𝑐 −𝑑
𝑏 𝑎 −𝑑 𝑐
𝑐 𝑑 𝑎 −𝑏
𝑑 −𝑐 𝑏 𝑎



𝑎 𝑏 𝑐 𝑑
−𝑏 𝑎 −𝑑 𝑐
−𝑐 𝑑 𝑎 −𝑏
−𝑑 −𝑐 𝑏 𝑎


𝑣 （注意 𝑅(𝑞∗) = 𝑅(𝑞)𝑇）

=


𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏 − 𝑐𝑑 + 𝑐𝑑 𝑎𝑐 + 𝑏𝑑 − 𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 + 𝑏𝑐 − 𝑎𝑑
𝑎𝑏 − 𝑎𝑏 + 𝑐𝑑 − 𝑐𝑑 𝑏2 + 𝑎2 − 𝑑2 − 𝑐2 𝑏𝑐 − 𝑎𝑑 − 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 𝑏𝑑 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑑 + 𝑎𝑐
𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 − 𝑎𝑐 + 𝑏𝑑 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 𝑐2 − 𝑑2 + 𝑎2 − 𝑏2 𝑐𝑑 + 𝑐𝑑 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏
𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 − 𝑏𝑐 − 𝑎𝑑 𝑏𝑑 − 𝑎𝑐 + 𝑏𝑑 − 𝑎𝑐 𝑐𝑑 + 𝑐𝑑 + 𝑎𝑏 + 𝑎𝑏 𝑑2 − 𝑐2 − 𝑏2 + 𝑎2


𝑣.
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因为 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2 = 1，这个式子能化简为

𝑞𝑣𝑞∗ =


1 0 0 0
0 1 − 2𝑐2 − 2𝑑2 2𝑏𝑐 − 2𝑎𝑑 2𝑎𝑐 + 2𝑏𝑑
0 2𝑏𝑐 + 2𝑎𝑑 1 − 2𝑏2 − 2𝑑2 2𝑐𝑑 − 2𝑎𝑏
0 2𝑏𝑑 − 2𝑎𝑐 2𝑎𝑏 + 2𝑐𝑑 1 − 2𝑏2 − 2𝑐2


𝑣.

这样我们就得到了 3D旋转的矩阵形式．因为矩阵的最外圈不会对 𝑣 进行任
何变换，我们可以将它压缩成 3 × 3矩阵（用作 3D向量的变换）：

Theorem 11: 3D旋转公式（矩阵型）

任意向量 v沿着以单位向量定义的旋转轴 u旋转 θ角度之后的 v′可以
使用矩阵乘法来获得．令 𝑎 = cos

( 1
2θ

)，𝑏 = sin
( 1

2θ
)
𝑢𝑥，𝑐 = sin

( 1
2θ

)
𝑢𝑦，

𝑑 = sin
( 1

2θ
)
𝑢𝑧，那么：

v′ =


1 − 2𝑐2 − 2𝑑2 2𝑏𝑐 − 2𝑎𝑑 2𝑎𝑐 + 2𝑏𝑑

2𝑏𝑐 + 2𝑎𝑑 1 − 2𝑏2 − 2𝑑2 2𝑐𝑑 − 2𝑎𝑏
2𝑏𝑑 − 2𝑎𝑐 2𝑎𝑏 + 2𝑐𝑑 1 − 2𝑏2 − 2𝑐2

 v

虽然 3D旋转的矩阵形式可能不如四元数形式简单，而且占用更多的空间，
但是对于大批量的变换，使用预计算好的矩阵是比四元数乘法更有效率的．

3.4 旋转的复合

在这一小节里，我们来证明一下使用四元数的旋转是可以复合的．旋转的
复合其实在我们之前证明 𝑞2 = [cos(2θ), sin(2θ)u]的时候就已经涉及到一点
了，但是这里我们考虑的是更一般的情况．
假设有两个表示沿着不同轴，不同角度旋转的四元数 𝑞1, 𝑞2，我们先对 𝑣

进行 𝑞1的变换，再进行 𝑞2的变换，变换的结果是什么呢？
我们不妨将这两次变换分步进行．首先，我们实施 𝑞1的变换，变换之后的

𝑣′为

𝑣′ = 𝑞1𝑣𝑞∗1.
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接下来，对 𝑣′进行 𝑞2的变换，得到 𝑣′′

𝑣′′ = 𝑞2𝑣′𝑞∗2

= 𝑞2𝑞1𝑣𝑞∗1𝑞
∗
2.

我们需要对这两个变换进行复合，写为一个等价变换的形式

𝑣′′ = 𝑞net𝑣𝑞∗net.

为了写成上面这种形式，我们还需要一个引理：

Lemma 4

对任意四元数 𝑞1 = [𝑠, v]、𝑞2 = [𝑡 , u]：
𝑞∗1𝑞

∗
2 = (𝑞2𝑞1)∗

Proof. 仍然使用与之前类似的方法：

LHS = 𝑞∗1𝑞
∗
2

= [𝑠,−v] · [𝑡 ,−u]
= [𝑠𝑡 − (−v) · (−u), 𝑠(−u) + 𝑡(−v) + (−v) × (−u)]
= [𝑠𝑡 − v · u,−𝑠u − 𝑡v + v × u]

RHS = (𝑞2𝑞1)∗

= ([𝑡 , u] · [𝑠, v])∗

= [𝑡𝑠 − u · v, 𝑡v + 𝑠u + u × v]∗

= [𝑠𝑡 − v · u,−𝑠u − 𝑡v − u × v]
= [𝑠𝑡 − v · u,−𝑠u − 𝑡v + v × u] = LHS

□

所以，我们能得到

𝑣′′ = 𝑞2𝑞1𝑣𝑞∗1𝑞
∗
2

= (𝑞2𝑞1)𝑣(𝑞2𝑞1)∗.
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这也就是说，𝑞net = 𝑞2𝑞1．注意四元数乘法的顺序，我们先进行的是 𝑞1的变
换，再进行 𝑞2的变换．这和矩阵与函数的复合非常相似，都是从右往左叠加．
要注意的是，𝑞1 与 𝑞2 的等价旋转 𝑞𝑛𝑒𝑡 并不是分别沿着 𝑞1 和 𝑞2 的两个旋
转轴进行的两次旋转．它是沿着一个全新的旋转轴进行的一次等价旋转，仅
仅只有旋转的结果相同．
虽然我们讨论的是两个旋转的复合，但是它可以很容易推广到更多个旋转
的复合．比如说我们还需要进行第三个旋转 𝑞3，那么

𝑣′′′ = 𝑞3(𝑞2𝑞1)𝑣(𝑞2𝑞1)∗𝑞∗3
= (𝑞3𝑞2𝑞1)𝑣(𝑞3𝑞2𝑞1)∗

它的等价旋转就是 𝑞𝑛𝑒𝑡 = 𝑞3𝑞2𝑞1．

3.5 双倍覆盖

四元数与 3D旋转的关系并不是一对一的，同一个 3D旋转可以使用两个
不同的四元数来表示．对任意的单位四元数 𝑞 =

[
cos

( 1
2θ

)
, sin

( 1
2θ

)
u
]，𝑞 与

−𝑞 代表的是同一个旋转．如果 𝑞 表示的是沿着旋转轴 u旋转 θ度，那么 −𝑞
代表的是沿着相反的旋转轴 −u旋转 (2𝜋 − θ)度：

−𝑞 =
[
− cos

(1
2θ

)
, − sin

(1
2θ

)
u
]

=
[
cos

(
𝜋 − 1

2θ
)
, sin

(
𝜋 − 1

2θ
)
(−u)

]
(cos(𝜋 − θ) = − cos(θ), sin(𝜋 − θ) = sin(θ))

所以，这个四元数旋转的角度为 2
(
𝜋 − 1

2θ
)
= 2𝜋 − θ．从下面的图中我们可以

看到，这两个旋转是完全等价的：
u

v

v′

θ

−u

v

v′

2𝜋 − θ

v

v′

θ

2𝜋 − θ
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其实从四元数的旋转公式中也能推导出相同的结果

(−𝑞)𝑣(−𝑞)∗ = (−1)2𝑞𝑣𝑞∗ = 𝑞𝑣𝑞∗.

所以，我们经常说单位四元数与 3D旋转有一个「2对 1满射同态」(2-1

Surjective Homomorphism)关系，或者说单位四元数双倍覆盖 (Double Cover)

了 3D旋转．它的严格证明会用到一些李群的知识，但我相信这里给出的解
释已经足够直观了．我不想让这个教程变得太复杂，所以在这里就省略了．
如果你感兴趣的话，可以到最后的拓展阅读中找到一些资料．
因为这个映射是满射，我们可以说所有的单位四元数都对应着一个 3D旋
转．或者说，一个四维单位超球面（也叫做 S3）上任意一点所对应的四元数
（∥𝑞∥ = 1）都对应着一个 3D旋转，这一点会在之后讨论旋转插值的时候会
用到．
有一点需要注意的是，虽然 𝑞 与 −𝑞 是两个不同的四元数，但是由于旋转
矩阵中的每一项都包含了四元数两个分量的乘积，它们的旋转矩阵是完全相
同的．旋转矩阵并不会出现双倍覆盖的问题．

3.6 指数形式

在讨论复数的时候，我们利用欧拉公式将 2D的旋转写成了 𝑣′ = 𝑒 𝑖θ𝑣 这样
的指数形式．实际上，我们也可以利用四元数将 3D旋转写成类似的形式．
类似于复数的欧拉公式，四元数也有一个类似的公式．如果 u是一个单位
向量，那么对于单位四元数 𝑢 = [0, u]，有

𝑒𝑢θ = cos(θ) + 𝑢 sin(θ) = cos(θ) + u sin(θ).

这也就是说，𝑞 = [cos(θ), sin(θ)u]可以使用指数表示为 𝑒𝑢θ．这个公式的证
明与欧拉公式的证明非常类似，直接使用级数展开就可以了．因为它的证明
与主题关系不是很大，我会把它的证明放在附录中．如果你感兴趣的话，可
以翻到最后去了解一下．
注意，因为 u是一个单位向量，𝑢2 = [−u · u, 0] = −∥u∥2 = −1．这与欧拉
公式中的 𝑖是非常类似的．
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有了指数型的表示方式，我们就能够将之前四元数的旋转公式改写为指数
形式了：

Theorem 12: 3D旋转公式（指数型）

任意向量 v沿着以单位向量定义的旋转轴 u旋转 θ角度之后的 v′可以
使用四元数的指数表示．令 𝑣 = [0, v], 𝑢 = [0, u]，那么

𝑣′ = 𝑒𝑢
θ
2 𝑣𝑒−𝑢

θ
2

有了四元数的指数定义，我们就能够定义四元数的更多运算了．首先是自
然对数 log，对任意单位四元数 𝑞 = [cos(θ), sin(θ)u]，

log(𝑞) = log(𝑒𝑢θ) = [0, uθ].

接下来是单位四元数的幂运算

𝑞𝑡 = (𝑒𝑢θ)𝑡 = 𝑒𝑢(𝑡θ) = [cos(𝑡θ), sin(𝑡θ)u].

可以看到，一个单位四元数的 𝑡 次幂等同于将它的旋转角度缩放至 𝑡 倍，并
且不会改变它的旋转轴（𝑢必须是单位向量，所以一般不能与 𝑡 结合）．这些
运算会在之后讨论四元数插值时非常有用．

4 四元数插值
有了这么多的前置知识，我们就能开始讨论四元数的插值 (Interpolation)

了．与其它的旋转表示形式不同，四元数的一些性质让它的插值变得非常简
单．
假设有两个旋转变换 𝑞0 = [cos(θ0), sin(θ0)u0]和 𝑞1 = [cos(θ1), sin(θ1)u1]，
我们希望找出一些中间变换 𝑞𝑡，让初始变换 𝑞0 能够平滑地过渡到最终变换
𝑞1．𝑡 的取值可以是 𝑡 ∈ [0, 1]．当 𝑡 = 0时 𝑞𝑡 等同于初始变换 𝑞0，而 𝑡 = 1时
𝑞𝑡 等同于最终变换 𝑞1．
由于插值的对象是两个变换，想象起来可能非常困难，我们不妨假设 3D

空间中有任意一个向量 𝑣．那么 𝑞0 会将 𝑣 变换到 𝑣0 = 𝑞0𝑣𝑞∗0，而 𝑞1 会将 𝑣
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变换到 𝑣1 = 𝑞1𝑣𝑞∗1．我们需要找出中间向量 𝑣𝑡 = 𝑞𝑡𝑣𝑞∗𝑡 所对应的变换 𝑞𝑡，使
𝑣旋转到 𝑣0与 𝑣1中间的某个位置 𝑣𝑡：

u𝑡

v𝑡

v0

v1

𝑡𝜙

我们可以看到，这个旋转的变化量其实对应的仍是一个旋转．它将由 𝑞0变
换到 𝑣0 的向量进一步旋转到 𝑣𝑡．这个旋转拥有某一个固定的旋转轴 u𝑡，我
们只需要缩放这个变换所对应的角度 𝜙就能够达到插值的目的了．
那么，现在的问题是，我们该怎么获得这个旋转的变化量呢？我们不妨考
虑一下什么变换 Δ𝑞 能将已经旋转到 𝑣0 的向量 𝑣 直接变换到 𝑣1．这其实就
是一个旋转的复合，我们先进行 𝑞0变换，再进行 Δ𝑞变换，它们复合的结果
需要等于 𝑞1变换，也就是说：

Δ𝑞𝑞0 = 𝑞1

那么，

Δ𝑞𝑞0𝑞−1
0 = 𝑞1𝑞−1

0

Δ𝑞 = 𝑞1𝑞−1
0

因为所有的旋转 𝑞 都是单位四元数，𝑞−1 = 𝑞∗，它又可以写成

Δ𝑞 = 𝑞1𝑞∗0.

如果我们对 Δ𝑞 取 𝑡 次方，(Δ𝑞)𝑡 就能缩放这个旋转所对应的角度了．所以，
我们就能得出插值的公式

𝑞𝑡 = 𝑆𝑙𝑒𝑟𝑝(𝑞0, 𝑞1; 𝑡) = (𝑞1𝑞∗0)𝑡𝑞0.
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可以发现，当 𝑡 = 0时，𝑞𝑡 = (𝑞1𝑞∗0)0𝑞0 = 𝑞0；而当 𝑡 = 1时，𝑞𝑡 = (𝑞1𝑞∗0)1𝑞0 =

𝑞1(𝑞∗0𝑞0) = 𝑞1．如果 𝑡为中间值，比如说 𝑡 = 0.4时，𝑞𝑡 = (𝑞1𝑞∗0)0.4𝑞0，它会先
进行 𝑞0变换将 𝑣 变换到 𝑣0，并在此基础上向 𝑣1旋转 40%.

这个公式虽然对四元数插值的分析很有帮助，但是它的计算不仅涉及到多
个四元数的乘法，而且包含幂运算，在实际应用中的效率很低，我们希望找
出一个更高效的插值方法．
我们将这个插值方法叫做「Slerp」，但是我们暂时不会解释它具体是什么
意思，为了理解它我们还需要研究一下 3D空间的旋转与四元数的 4D向量
空间之间的关系．

4.1 3D空间旋转变化量 vs. 四元数 4D向量空间夹角

为了探讨这个关系，我们来实际计算一下 Δ𝑞．由于这个关系和角度有关，
我们只需要关心 Δ𝑞 的实部就可以了：

Δ𝑞 = 𝑞1𝑞∗0

= [cos(θ1), sin(θ1)u1][cos(θ0), − sin(θ0)u0]
= [cos(θ0) cos(θ1) − (sin(θ1)u1) · (− sin(θ0)u0), . . . ]
= [cos(θ0) cos(θ1) + (sin(θ1)u1) · (sin(θ0)u0), . . . ]

如果将 𝑞0和 𝑞1看作是两个四维向量，我们能发现，非常巧合的是，Δ𝑞的
实部正好是 𝑞0与 𝑞1点乘的结果 𝑞0 · 𝑞1！
因为 𝑞0与 𝑞1都是单位四元数，𝑞0 · 𝑞1正好是这两个四元数在 4D空间中夹
角的余弦值，我们将这个夹角称为 θ．那么 𝑞0 · 𝑞1 = cos(θ)．
我们又知道，Δ𝑞表示的也是一个旋转，而如果它代表的旋转的角度是 2𝜙，
那么 Δ𝑞 的实数部为 Δ𝑞 = [cos(𝜙), . . . ]．
所以，

Δ𝑞 = [cos(𝜙), . . . ] = [cos(θ), . . . ]
cos(𝜙) = cos(θ).
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因为 𝜙和 θ都是夹角，𝜙, θ ∈ [0,𝜋]，所以这个方程有唯一的解

𝜙 = θ.

这也就是说，𝑞0与 𝑞1作为向量在 4D四元数空间中的夹角 θ，正好是它们旋
转变化量 Δ𝑞的所代表旋转的角度的一半，即 θ = 1

2(2𝜙)．所以，我们可以直
接用插值向量的方法对旋转进行插值．
为了更直观地理解这层关系，请看下面这两幅图．虽然四元数是处于四维
空间之内的，但是因为只有两个四元数，我们可以将它们投影到一个二维的
圆上来，也就是左图．右图则是 3D空间中发生的旋转改变

𝑞0

𝑞1

𝑂

θ

u𝑡

v0

v1
2θ

可以看到，当 𝑞1与 𝑞0之间的夹角为 θ时，旋转的变化量正好是 2θ．如果我
们在圆上有一个单位四元数 𝑞𝑡，使得它与 𝑞0 的夹角为 𝑡θ，与 𝑞1 的夹角为
(1 − 𝑡)θ，那么我们就能保证在 3D空间中，它相对于 𝑞0的旋转变化量为 2𝑡θ，
相对于 𝑞1的旋转变化量为 2(1 − 𝑡)θ．
现在，两个单位四元数的插值就被我们简化为了一个圆上（其实是超球面
的一部分）两个向量的插值，我们能直接套用向量的插值公式对两个四元数
进行插值．接下来，我们就来讨论如何对两个向量进行插值．
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5 Lerp, Nlerp, Slerp

不管是哪种插值方法，我们都希望将中间向量 v𝑡 写为初始向量 v0 和最终
向量 v1的线性组合，也就是说：

v𝑡 = 𝛼v0 + 𝛽v1,

其中，系数 𝛼与 𝛽都是 𝑡的函数．不同的插值方法只是拥有不同的系数而已．

5.1 Lerp

我们首先来看一下两个向量插值最简单的一种形式：线性插值（Linear

Interpolation），也叫做「Lerp」．Lerp会沿着一条直线进行插值，如果将 v0和
v1看做是三角形的两个边，那么 v𝑡 会指向三角形的第三条边

v0

v1

v𝑡

𝑂

从图中可以看到，我们能将 v𝑡 写为两个向量的和（用红色标出）．其中一个
向量正是 v0，而另一个向量则是 (v1 − v0)乘上一个系数，我们直接将 𝑡 作为
这个系数，所以：

v𝑡 = Lerp(v0, v1, 𝑡) = v0 + 𝑡(v1 − v0)
= (1 − 𝑡)v0 + 𝑡v1

当 𝑡 = 0时，v𝑡 = (1−0)v0 +0v1 = v0；当 𝑡 = 1时，v𝑡 = (1−1)v0 +1 ·v1 = v1．
这正是我们需要的结果．
如果将 Lerp的结果应用到单位四元数上，我们就能得到

𝑞𝑡 = Lerp(𝑞0, 𝑞1, 𝑡) = (1 − 𝑡)𝑞0 + 𝑡𝑞1.
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当然，因为我们是沿着一条直线（也就是圆上的一个弦）进行插值的，这样
插值出来的四元数并不是单位四元数

𝑞0

𝑞1

𝑞𝑡

𝑂

5.2 Nlerp

虽然这样插值出来的 𝑞𝑡 并不是单位四元数，但只要将 𝑞𝑡 除以它的模长
∥𝑞𝑡 ∥就能够将其转化为一个单位四元数了

𝑞0

𝑞1

𝑞𝑡 𝑞′𝑡

𝑂

我们将这种先对向量进行插值，再进行正规化 (Normalization)的插值方法称
为正规化线性插值（Normalized Linear Interpolation），或者「Nlerp」．与 Lerp

不同，Nlerp的两个输入向量必须是单位向量，否则插值出来的结果不会经
过初始和最终向量．下面分别是向量和四元数的 Nlerp公式

v𝑡 = Nlerp(v0, v1, 𝑡) = (1 − 𝑡)v0 + 𝑡v1
∥(1 − 𝑡)v0 + 𝑡v1∥

𝑞𝑡 = Nlerp(𝑞0, 𝑞1, 𝑡) = (1 − 𝑡)𝑞0 + 𝑡𝑞1

∥(1 − 𝑡)𝑞0 + 𝑡𝑞1∥ .
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Nlerp插值仍然存在有一定的问题，当需要插值的弧比较大时，v𝑡 的角速
度会有显著的变化．我们可以来看一个例子：

v0, 𝑡 = 0

v1, 𝑡 = 1

𝑡 = 0.25

𝑡 = 0.50𝑡 = 0.75

𝑂

这五个 𝑡 值将整个弧和弦分割成了四个部分．虽然弦上的四段是等长的，但
是四个弧是完全不相等的．𝑡 = 0到 𝑡 = 0.25之间的弧（红色）明显比 𝑡 = 0.25
到 𝑡 = 0.50的弧（蓝色）要短了不少．
这也就是说，在同等时间内，v𝑡 扫过的角度是不同的．v𝑡 扫过的速度（或
者说角速度）首先会不断地增加，到 𝑡 = 0.50之后会开始减速，所以Nlerp插
值不能保证均匀的角速度．

5.3 Slerp

为了解决这个问题，我们可以转而对角度进行线性插值．也就是说，如果
v1和 v2之间的夹角为 θ，那么

θ𝑡 = (1 − 𝑡) · 0 + 𝑡θ = 𝑡θ.

因为对角度线性插值直接是让向量在球面上的一个弧上旋转，所以又称球面
线性插值 ( Spherical Linear Interpolation)，或者「Slerp」．类比于 Lerp是平面上
的线性插值，Slerp是球面上的线性插值．我们上一章讨论的四元数插值公式
正是一个对四元数在四维超球面上的旋转，所以它是 Slerp的一个等价公式．
上面公式并没有涉及到任何的向量，我们希望将 v𝑡 写为 v0和 v1的线性组
合

v𝑡 = 𝛼v0 + 𝛽v1. (1)
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注意这里的 v0和 v1仍是单位向量．为了求出这其中的 𝛼和 𝛽，我们需要借
助图像来找出一些关系：

v0

v1

v𝑡

𝑂
𝑡θ

(1 − 𝑡)θ

因为图中涉及到很多的角度关系，我们可以先对 (1)的两边同时点乘 v0

v0 · v𝑡 = v0 · (𝛼v0 + 𝛽v1)
v0 · v𝑡 = 𝛼(v0 · v0) + 𝛽(v0 · v1)

我们知道，v0和 v𝑡 之间的夹角是 𝑡θ，v0与它自身之间的夹角为 0，v0和 v1

之间的夹角是 θ，而且所有的向量都是单位向量，所以

cos(𝑡θ) = 𝛼 + 𝛽 cos(θ). (2)

同理，我们将 (1)的两边同时点乘 v1，构造第二个方程

v1 · v𝑡 = v1 · (𝛼v0 + 𝛽v1)
v1 · v𝑡 = 𝛼(v1 · v0) + 𝛽(v1 · v1)

cos((1 − 𝑡)θ) = 𝛼 cos(θ) + 𝛽 (3)

现在，我们就有了两个方程以及两个未知数，我们只需要解 (2)、 (3)这两
个方程，求出 𝛼和 𝛽就能获得 Slerp的公式了．
由 (2)我们能得到：

𝛼 = cos(𝑡θ) − 𝛽 cos(θ) (4)
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将 (4)代入 (3)，利用一些三角恒等式，我们能解出 𝛽：

cos((1 − 𝑡)θ) = (cos(𝑡θ) − 𝛽 cos(θ)) cos(θ) + 𝛽

cos((1 − 𝑡)θ) = cos(𝑡θ) cos(θ) − 𝛽 cos2(θ) + 𝛽

𝛽(1 − cos2(θ)) = cos((1 − 𝑡)θ) − cos(𝑡θ) cos(θ)

𝛽 =
cos(θ − 𝑡θ) − cos(𝑡θ) cos(θ)

sin2(θ)
𝛽 =

cos(θ) cos(𝑡θ) + sin(θ) sin(𝑡θ) − cos(𝑡θ) cos(θ)
sin2(θ)

𝛽 =
sin(θ) sin(𝑡θ)

sin2(θ)
𝛽 =

sin(𝑡θ)
sin(θ) .

现在我们就得到了 𝛽，将 𝛽代入 (4)就能解出 𝛼

𝛼 = cos(𝑡θ) −
(sin(𝑡θ)

sin(θ)
)

cos(θ)

=
cos(𝑡θ) sin(θ) − sin(𝑡θ) cos(θ)

sin(θ)
=

sin((1 − 𝑡)θ)
sin(θ) .

将 𝛼和 𝛽代回 (1)，我们可以得到向量的 Slerp的公式

v𝑡 = Slerp(v0, v1, 𝑡) = sin((1 − 𝑡)θ)
sin(θ) v0 + sin(𝑡θ)

sin(θ) v1

类似地，我们有四元数的 Slerp公式

𝑞𝑡 = Slerp(𝑞0, 𝑞1, 𝑡) = sin((1 − 𝑡)θ)
sin(θ) 𝑞0 + sin(𝑡θ)

sin(θ) 𝑞1.

其中 𝑞0与 𝑞1之间的夹角 θ可以直接使用它们点乘的结果来得出，即

θ = cos−1(𝑞0 · 𝑞1).

这里导出的公式会比之前利用幂运算的公式要高效很多，但是它仍然涉及
到三个三角函数以及一个反三角函数的运算，所以还是会比 Nlerp要慢一点．
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如果要插值的角度比较小的话，Nlerp其实相对于 Slerp的误差并没有那么大．
为了提高效率，我们经常会使用 Nlerp来代替 Slerp．我们也能用一些数值分
析的方法来近似并优化四元数的 Slerp．你可以在一些图形引擎的源代码中找
到一些例子．
除了效率问题之外，我们在实现 Slerp时要注意，如果单位四元数之间的夹
角 θ非常小，那么 sin(θ)可能会由于浮点数的误差被近似为 0.0，从而导致
除以 0的错误．所以，我们在实施 Slerp之前，需要检查两个四元数的夹角是
否过小（或者完全相同）．一旦发现这种问题，我们就必须改用 Nlerp对两个
四元数进行插值，这时候 Nlerp的误差非常小所以基本不会与真正的 Slerp有
什么区别．

5.4 双倍覆盖带来的问题

如果你还记得，两个不同的单位四元数 𝑞 与 −𝑞 对应的其实是同一个旋转，
这个特性显然会对我们的插值造成一些影响．虽然 𝑞 与 −𝑞 对向量变换的最
终效果是完全相同的，但是它们作为向量相差了 𝜋弧度：

𝑞0

𝑞1

−𝑞1

𝑂

可以看到，虽然我们能够将 𝑞0向左插值至 𝑞1（蓝色的弧），但这会将 3D空
间中的向量旋转接近 360◦，而实际上这两个旋转相差并没有那么多，它并不
是 3D空间中的弧面最短路径（Geodesic）．而如果我们将 𝑞0向右插值至等价
的 −𝑞1（红色的弧），它的旋转变化量就会比插值到 𝑞1要小很多，所以 𝑞0插
值到 −𝑞1才是插值的最短路径．
这也就告诉我们，在对两个单位四元数进行插值之前，我们需要先检测

𝑞0 与 𝑞1 之间是否是钝角，即检测它们点积的结果 𝑞0 · 𝑞1 是否为负数．如果
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𝑞0 · 𝑞1 < 0，那么我们就反转其中的一个四元数，比如说将 𝑞1改为 −𝑞1，并使
用 𝑞0与 −𝑞1之间新的夹角来进行插值，这样才能保证插值的路径是最短的．

6 Squad

Slerp其实仍然存在一定的问题．因为我们是对角度进行线性插值，旋转的
角速度虽然是固定的，但它的值是与夹角 θ成正比的（ 𝑑θ𝑡

𝑑𝑡 = 𝑑
𝑑𝑡 (𝑡θ) = θ，准

确说是角速率）．如果我们需要对多个四元数进行插值，对每一对四元数使
用 Slerp插值虽然能够保证每两个四元数之间的角速度是固定的，但是角速
度会在切换插值的四元数时出现断点，或者说在切换点不可导．比如说我们
有 𝑞0, 𝑞1, 𝑞2三个四元数所组成的序列，如果分别对 𝑞0𝑞1、𝑞1𝑞2使用 Slerp插
值，那么当 𝑞𝑡 = 𝑞1时，角速度会突然改变，这有时候并不是我们所希望的结
果．我们希望能以牺牲固定角速度为条件，让插值的曲线不仅是连续的，而
且让它的一阶甚至是高阶导数是连续的（曲线连续我们称为 𝐶0 连续，达到
一阶导数连续就叫做 𝐶1 连续，在此基础上达到二阶导数连续叫做 𝐶2 连续，
以此类推）．
解决这个问题的方法有很多，在网上能找到很多论文，但是每一种方法想
要完全理解都不是那么容易的，而且它们一般都比普通的 Slerp或者 Nlerp要
慢得多．我们在这里只会简单介绍最常见到而且也是最直观的球面四边形插
值 (Spherical and quadrangle)，或者「Squad」．它由 Ken Shoemake在 1987年提
出（这篇 Paper已经找不到了）．

Squad仍然是平面上的向量插值衍生到超球面的结果，所以我们关注的重
点首先仍然是向量的插值．下面的内容可能会需要一些 Bézier曲线以及样条
的前置知识，但即便你不知道也没有关系，我会在下面简单地概括一下这些
知识．
假设我们有一个向量的序列 v0, v1, . . . , v𝑛，如果我们想对这个序列进行插
值，那么我们可以分别对每一对向量 v𝑖 和 v𝑖+1 进行插值，然后将插值的曲
线连接起来，也就是我们所说的样条（Spline）．如果直接使用 Lerp的话，我
们会得到这样的结果（假设我们只有五个向量需要插值 v0, v1, v2, v3, v4）：
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v0

v1

v2

v3

v4

很明显，这个曲线虽然是连续的，但是它的一阶导数（切线）在切换插值向
量时都不是连续的．为了解决这个问题，我们最常使用的就是 Bézier曲线．
我们一开始的想法可能会是将中间的 v1, v2, v3作为控制点，直接使用一个四
次 Bézier曲线（因为有五个点）来生成这个近似曲线．但是 Bézier曲线只会
经过初始点与最终点（插值），一般不会经过中间的控制点（近似），所以这
样求出来的曲线虽然是可导的，但是插值曲线不会经过中间的三个向量：

v0

v1

v2

v3

v4

6.1 三次 Bézier曲线

为了解决这个问题，我们可以分段对每两个向量 v𝑖 和 v𝑖+1之间使用 Bézier

曲线进行插值，之后将所有的曲线（样条）连接起来．因为我们需要让曲线
的一阶导数（或者说曲线的趋势）连续，我们还需要知道它们的前一个向量
v𝑖−1和后一个向量 v𝑖+2，并且用它们生成两个控制点 s𝑖 和 s𝑖+1来控制曲线的
趋势．我们会使用 v𝑖 和 v𝑖+1作为端点（曲线会经过这两个点），s𝑖 和 s𝑖+1作
为中间的控制点，使用一个三次 Bézier曲线（Cubic Bézier Curve，四个点）来
近似这个两个向量之间的插值．
在我们的例子中，因为我们一共有四对向量（v0v1、v1v2、v2v3、v3v4），
我们会使用四个三次 Bézier曲线对这五个点进行插值．我们知道，对于三次
Bézier曲线所产生的样条，如果想让最终的插值曲线达到 𝐶1连续，则需要让
前一个样条在 v𝑖 的控制点与当前样条在 v𝑖 的控制点分别处于最终曲线在 v𝑖
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处切线对等的两侧：

v0

v1

v2

v3

v4

在上面的曲线中，蓝色的线就是曲线在点 v𝑖 处的切线，红色的点就是三次
Bézier曲线的控制点，分别处于切线对等的两侧．对于两个端点 v0和 v4，我
们直接将这两个向量的控制点取为它们本身（这不是唯一的做法，但这样是
可行的），最终得到一个平滑的曲线．
我们希望将类似的逻辑带到四元数的超球面上，得到四元数序列的插值的
方法，但在此之前我们需要了解如何构造一个三次 Bézier曲线．

6.2 de Casteljau算法

Bézier曲线的构造有个著名的递归算法叫做 de Casteljau算法（de Casteljau’s

Algorithm），它对任意次方的 Bézier曲线都是成立的，但是这里我们只关注三
次 Bézier曲线的情况．
这个算法最基本的思想就是线性插值的嵌套．假设我们有四个向量

v0, v1, v2, v3，那么我们可以这样子获得最终的三次 Bézier曲线：
首先，我们对每一对向量 v0v1、v1v2、v2v3进行线性插值，获得 v01、v12、

v23：

v01 = Lerp(v0, v1; 𝑡)
v12 = Lerp(v1, v2; 𝑡)

v23 = Lerp(v2, v3; 𝑡),
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之后，我们对 v01v12和 v12v23这两对向量进行线性插值，获得 v012和 v123

v012 = Lerp(v01, v12; 𝑡)
v123 = Lerp(v12, v23; 𝑡).

最后，对 v012 和 v123 进行线性插值获得 v0123，这个向量就是我们想要的最
终结果，它就是三次 Bézier曲线上的点：

v0123 = Lerp(v012, v123; 𝑡).

虽然这个算法看起来很繁琐，但是我们可以通过一张图来理解它（取
𝑡 = 0.4）：

v0

v1

v2

v3

v01

v12

v23

v012 v123

v0123

可以看到，虽然我们一直在使用线性插值，最终获得的却是一条三次 Bézier

曲线（黑色的线）．
如果将这些式子合并起来，我们就能得到三次 Bézier曲线的递归公式．因
为这个式子太长了，我将 Lerp(v𝑖 , v𝑖+1; 𝑡)简写为 𝐿(v𝑖 , v𝑖+1; 𝑡)：

Bézier(v0, v1, v2, v3; 𝑡) = 𝐿(𝐿(𝐿(v0, v1; 𝑡), 𝐿(v1, v2; 𝑡); 𝑡), 𝐿(𝐿(v1, v2; 𝑡), 𝐿(v2, v3; 𝑡); 𝑡); 𝑡)

如果将 Lerp的定义 Lerp(v𝑖 , v𝑖+1; 𝑡) = (1 − 𝑡)v𝑖 + 𝑡v𝑖+1 不断代入并展开的话，
我们能获得这样一个式子

Bézier(v0, v1, v2, v3; 𝑡) = (1 − 𝑡)3v0 + 3(1 − 𝑡)2𝑡v1 + 3(1 − 𝑡)𝑡2v2 + 𝑡3v3.

因为每项的次数都是 3，所以我们说它是一个三次 Bézier曲线．
我们可以直接将递归的公式运用到四元数上，得到四元数的球面 Bézier曲
线公式，但因为球面的线性插值不是 Lerp而是 Slerp，我们需要将公式中所有

50



的 Lerp全部换成 Slerp（你可以想象一下，将四个向量形成的四边形看作是一
个网格（Mesh），之后将这个网格贴在球面上）．同样因为公式太长，我会将
Slerp(𝑞𝑖 , 𝑞𝑖+1; 𝑡)简写为 𝑆(𝑞𝑖 , 𝑞𝑖+1; 𝑡)：

SBézier(𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3; 𝑡) = 𝑆(𝑆(𝑆(𝑞0, 𝑞1; 𝑡), 𝑆(𝑞1, 𝑞2; 𝑡); 𝑡), 𝑆(𝑆(𝑞1, 𝑞2; 𝑡), 𝑆(𝑞2, 𝑞3; 𝑡); 𝑡); 𝑡)

这个其实就是 Ken Shoemake在 1985年的那篇 Paper里提出的插值方法，他
也提供了控制点的公式．然而，很明显这个方法实在是太复杂了．仅仅是一
个 Slerp就要使用四个三角函数，而我们这里一共有 7个 Slerp，如果真的要
使用它进行插值会对性能产生非常大的影响．

6.3 Squad

于是，Shoemake在 1987年提出了一个更高效的近似算法，也就是我们熟
悉的 Squad．
我们首先仍然来看平面中向量的情况．我把向量的 Squad算法叫做 Quad，
代表「Quadrangle」，Quad有很多歧义，而且我好像没看到别人这么叫过，但
是为了简便这里就暂时这样称呼它吧．
与三次 Bézier曲线嵌套了三层一次插值不同，Quad使用的是一层二次插值
嵌套了一层一次插值：
我们首先是分别对 v0v3和 v1v2进行插值，获得 v03和 v12：

v03 = Lerp(v0, v3; 𝑡)
v12 = Lerp(v1, v2; 𝑡).

之后，我们使用 2𝑡(1 − 𝑡)为参数，对 v03 和 v12 进行二次插值，获得最终的
v0312

v0312 = Lerp(v03, v12; 2𝑡(1 − 𝑡)).

注意最终的 Lerp使用的参数是二次的 2𝑡(1 − 𝑡)，不是我们一般使用的 𝑡，而
且它插值的两个向量也变为了 v03 和 v12．我们仍然可以使用图片来理解它
（取 𝑡 = 0.4）：
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v0

v1

v2

v3v03

v12

v0312

同样，我们可以将 Quad写为递归形式：

𝑄𝑢𝑎𝑑(v0, v1, v2, v3; 𝑡) = 𝐿𝑒𝑟𝑝(𝐿𝑒𝑟𝑝(v0, v3; 𝑡), 𝐿𝑒𝑟𝑝(v1, v2; 𝑡); 2𝑡(1 − 𝑡))
可以看到，这样的插值要比三次 Bézier曲线简单很多，将七次 Lerp减少到了
三次．虽然最终的曲线与三次 Bézier曲线不完全相同，但是已经很近似了．
我们可以看几个对比．下图中，左边是三次 Bézier曲线，右边是 Quad曲线：

v0

v1

v2

v3
v0

v1

v2

v3

v0

v1

v2

v3

v0

v1

v2

v3

如果利用 Lerp的定义 Lerp(v𝑖 , v𝑖+1; 𝑡) = (1− 𝑡)v𝑖 + 𝑡v𝑖+1将递归式展开的话，
我们能得到这样的式子

Quad(v0, v1, v2, v3; 𝑡)
=(2𝑡2 − 2𝑡 + 1)(1 − 𝑡)v0 + 2(1 − 𝑡)2𝑡v1 + 2(1 − 𝑡)𝑡2v2 + 𝑡(2𝑡2 − 2𝑡 + 1)v3.

它仍是一个三次的曲线，只不过系数有所不同．
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如果我们将 Quad的递归公式用于球面，就能得到四元数的 Squad

Squad(𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3; 𝑡) = Slerp(Slerp(𝑞0, 𝑞3; 𝑡), Slerp(𝑞1, 𝑞2; 𝑡); 2𝑡(1 − 𝑡)).
我们知道 Slerp(𝑞𝑖 , 𝑞𝑖+1; 𝑡) = (𝑞𝑖+1𝑞∗𝑖 )𝑡𝑞𝑖，所以我们可以将 Squad写成指数形式

Squad(𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3; 𝑡) = (Slerp(𝑞1, 𝑞2; 𝑡)(Slerp(𝑞0, 𝑞3; 𝑡))∗)2𝑡(1−𝑡)Slerp(𝑞0, 𝑞3; 𝑡),
这个式子会对 Squad的分析非常有用．

6.4 Squad应用

接下来，我们回到本章最初的主题，对多个单位四元数进行插值．如果我
们有一个四元数序列 𝑞0, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑛，我们希望对每一对四元数 𝑞𝑖 和 𝑞𝑖+1 都
使用 Squad进行插值，所以我们有

Squad(𝑞𝑖 , 𝑠𝑖 , 𝑠𝑖+1, 𝑞𝑖+1; 𝑡) = Slerp(Slerp(𝑞𝑖 , 𝑞𝑖+1; 𝑡), Slerp(𝑠𝑖 , 𝑠𝑖+1; 𝑡); 2𝑡(1 − 𝑡))
现在，留下来的问题就是找出中间的控制点 𝑠𝑖 和 𝑠𝑖+1了．类似于 Bézier曲线
的样条，我们同样需要前一个四元数 𝑞𝑖−1以及 𝑞𝑖+2的信息．

𝑠𝑖 的推导还是比较复杂的，但是它最基本的理念非常简单：让 Squad在切
换点可导，从而达到 𝐶1连续．也就是说，我们希望 𝑞𝑖−1𝑞𝑖 插值时在 𝑡 = 1处
的导数，与 𝑞𝑖𝑞𝑖+1插值时在 𝑡 = 0处的导数相等：

Squad′(𝑞𝑖−1, 𝑠𝑖−1, 𝑠𝑖 , 𝑞𝑖 ; 1) = Squad′(𝑞𝑖 , 𝑠𝑖 , 𝑠𝑖+1, 𝑞𝑖+1; 0)
如果我们想要从这里继续推导下去的话，就需要用到单位四元数导数的定义
（它和 𝑞 = [cos(θ), sin(θ)u] = 𝑒𝑢θ有关），但是因为这一块涉及到很多的证明，
我并没有进行介绍．所以在这里我会省略控制点 𝑠𝑖 的推导．如果你感兴趣的
话，你可以到最后的参考资料中找到完整的证明．
如果按照这个思路推导下去的话，最终能得到（或者它的等价形式）：

𝑠𝑖 = 𝑞𝑖 exp

(
− log(𝑞∗𝑖 𝑞𝑖−1) + log(𝑞∗𝑖 𝑞𝑖+1)

4

)
注意，和 Bézier曲线的样条不同的是，这里的 𝑠𝑖在对 𝑞𝑖−1𝑞𝑖插值时和对 𝑞𝑖𝑞𝑖+1

插值时都是相同的，不像之前是处于切线的两端不同的两个向量．
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与两个四元数之间的插值一样，Squad同样会受到双重覆盖的影响．我们
在计算中间控制点和插值之前，需要先选中一个四元数，比如说 𝑞𝑖，检测它
与其它三个四元数之间的夹角，如果是钝角就翻转，将插值的路线减到最小．

7 附加主题、参考资料以及拓展阅读
如果你能一直读到现在，那么你应该对四元数与 3D旋转的关系以及在图
形学的应用有一定基本的了解了．然而，与四元数和旋转相关的主题还有很
多很多．为了能让你更容易理解这些主题，在这一章中，我会在给出参考资
料同时，非常简略地介绍一下它们，并提供一些拓展阅读．

7.1 李群

7.1.1 特殊正交群

特殊正交群（Special Orthogonal Group）其实讨论的是旋转更一般的情况，
如果你仔细观察我们得出的 2D和 3D旋转矩阵，你会注意到它们具有一些
共同的特征．
首先，它们都是正交矩阵 (Orthogonal Matrix)，也就是说矩阵的列向量互相
正交，而且是单位向量．如果我们有正交矩阵 𝑄，那么 𝑄𝑄𝑇 = 𝑄𝑇𝑄 = 𝐼，而
且正交矩阵与正交矩阵的乘积仍然是一个正交矩阵．正交矩阵的变换会保持
向量的长度和内积（也就是夹角），这正是旋转的特性之一．
正交矩阵的行列式可能有两个值，分别是 1 和 −1（我们可以得到

(det𝑄)(det𝑄𝑇) = det 𝐼 ⇒ (det𝑄)2 = 1）．当行列式值为 −1 时，它会翻
转向量的相对位置，所以对应的是反射．而当行列式值为 1时，它会保持向
量的相对位置，所以对应的是旋转．如果你感兴趣的话，你可以利用三角恒
等式求一下我们 2D和 3D旋转矩阵的行列式，你会发现它们都属于后者．
我们将行列式值为 1的 2 × 2正交矩阵在矩阵乘法（或者复合）下形成的
李群叫做特殊正交群 𝑆𝑂(2)（𝑆𝑂 指的是 Special Orthogonal），它包括所有的
2D旋转．同理，𝑆𝑂(3)这个群包括所有的 3D旋转．
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7.1.2 特殊酉群

特殊酉群（Special Unitary Group）是同构于单位四元数的一个李群．如果
你还记得，我们之前推导出了四元数的两个矩阵形式，这里我们看四元数的
右乘矩阵

𝑄 =


𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

−𝑐 −𝑑
𝑑 −𝑐

𝑐 −𝑑
𝑑 𝑐

𝑎 𝑏
−𝑏 𝑎


.

将这个矩阵分块之后，我们可以发现，这其中的每一个子矩阵都代表了一个

复数（𝑎 + 𝑏𝑖 =

[
𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

]
）．如果我们将这个矩阵改写为复值矩阵的话，就能

得到

𝑄 =
[
𝑎 + 𝑏𝑖 −𝑐 + 𝑑𝑖
𝑐 + 𝑑𝑖 𝑎 − 𝑏𝑖

]
.

如果我们定义 𝛼 = 𝑎 + 𝑏𝑖，𝛽 = 𝑐 + 𝑑𝑖，那么

𝑄 =
[
𝛼 −𝛽
𝛽 𝛼

]
.

当四元数 𝑞 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐 𝑗 + 𝑑𝑘是一个单位四元数时，这个矩阵具有两个性质．
首先，它是一个酉矩阵（Unitary Matrix）．如果有一个酉矩阵𝑈，它满足这样
的性质

𝑈𝑈∗ = 𝑈∗𝑈 = 𝐼.

其中𝑈∗指的是矩阵的共轭转置，首先对矩阵中每一个元素取共轭，再进行转
置．酉矩阵的行列式值可能是 1或者−1，但对于单位四元数，det𝑄 = ∥𝑞∥2 = 1．
我们将行列式值为 1的 2 × 2酉矩阵在矩阵乘法下形成的李群叫做特殊酉
群 𝑆𝑈(2)（𝑆𝑈 指的是 Special Unitary），它同构于所有的单位四元数．
我们之前一直讨论的单位四元数与 3D旋转之间的关系其实就是在讨论

𝑆𝑈(2) → 𝑆𝑂(3)这个群同态．
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7.1.3 参考资料及拓展阅读

实际上，我们一直在讨论的内容涉及到的远不止这两个群，如果你想从
抽象代数的角度深入理解单位四元数和旋转，可以去阅读 John Stillwell 的
『Naive Lie Theory』．
除了书之外，可以去看 Alistair Savage的讲义『Introduction to Lie Groups』，
它可以在网上免费获取到．

Qiaochu Yuan在他的博客上也写了几篇关于四元数、𝑆𝑂(3)、𝑆𝑈(2)的博文：

• 𝑆𝑂(3) and 𝑆𝑈(2)
• 𝑆𝑈(2) and the quaternions

• The quaternions and Lie algebras I

• The quaternions and Lie algebras II

7.2 几何代数（Clifford代数）

四元数与几何代数（Geometric Algebra）之间也有非常紧密的联系（可以说
是拓展了四元数）．由于几何代数是一个庞大的体系，我们在这里无法详细
解释每一个定义．如果你对这部分内容感兴趣，可以到后面的参考资料中找
到一些完整的教程．在这里我们只关心它与四元数之间的关系．
在几何代数中，我们定义了两个向量的几何积（Geometric Product）．如果
我们有两个向量 u和 v，那么它们的几何积为

uv = u · v + u ∧ v.

其中，u · v是向量的内积，也就是我们经常说的点积，而 u ∧ v（读作「u

wedge v」）则是向量的外积（Exterior Product）．外积与三维向量的叉积很类
似，但是外积在任意维度都是有定义的．并且，u∧ v的结果不是一个普通的
向量，它是一个二重向量（Bivector)．我们不会在此详细讨论它，在这里你只
需要知道它和三维向量的叉积一样能同时定义一个平面以及一个旋转的方向
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v

u
u ∧ v

我们在四元数的讨论中看过一个非常类似的公式，如果我们有纯四元数
𝑢 = [0, u]，𝑣 = [0, v]，那么

𝑢𝑣 = [−u · v, u × v] = −u · v + u × v.

除了点乘的系数差了个符号，其它基本完全相同．实际上，四元数就内嵌在
G3当中．
在几何代数中，旋转是利用「两次反射等于一次旋转」这一定理来定义的．
这个定理其实可以由我们上面定义的正交矩阵来理解．我们知道，反射变换
矩阵其实就是行列式值为 −1的正交矩阵．如果我们有两个反射变换 𝐴和 𝐵，
那么 det𝐴 = det 𝐵 = −1，我们有 det(𝐴𝐵) = (det𝐴)(det 𝐵) = (−1)2 = 1，并
且 𝐴𝐵同样是正交矩阵，所以 𝐴𝐵是一个旋转．
如果我们需要将 v反射到平面（或者超平面）𝑁 的另外一边，而且我们有
一个正交于 𝑁 的单位法向量 n，那么我们可以通过几何积的方式反射 v：

v′ = −nvn.

如果我们进一步将这个向量反射到平面 𝑀（用单位向量m定义）的另一侧，
那么

v′ = −m(−nvn)m
= (mn)v(nm).

在这里，我们定义 𝑅 = mn，以及它的共轭 𝑅† = nm，所以

v′ = 𝑅v𝑅†

这个结果和单位四元数的旋转非常类似．除此之外，我们也可以用指数的形
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式得出旋转的结果，如果我们有一个单位二重向量

𝐵 =
n ∧ m
sin(θ2 )

.

其中 θ
2 是 n和m的夹角，那么下面这个变换会将 v在以 𝐵定义的旋转平面

中旋转 θ度

v′ = 𝑒−𝐵
θ
2 v𝑒𝐵

θ
2 .

我们知道四元数中也有类似的结论，但是这里是旋转更加通用的情况．我
们在这里定义的是一个旋转平面而不是旋转轴．旋转轴仅仅是一个存在于二
维和三维的特殊情况（因为正交轴和正交平面的数量相等），如果提升到四
维空间，我们有 4个正交轴以及 (4

2
)
= 6个正交平面，我们就必须将（类比于

二维和三维的）旋转定义在一个平面之上了．

7.2.1 参考资料及拓展阅读

我们这里对几何代数的介绍非常粗略，如果你希望了解更多有关几何代数
的知识，可以去读 Chris Doran和 Anthony Lasenby所著的书『Geometric Algebra

for Physicists』．这本书还附有 Lecture用的讲义．
如果你觉得这本书太长了，可以来阅读 Jaap Suter写的『Geometric Algebra

Primer』．
Mathoma在 YouTube上有一个几何代数的视频教程系列，虽然仍然在更新
中，内容不是很全，但是他讲得非常通俗易懂．在他的频道上你也可以找到
四元数的相关推导．

7.3 二重四元数

除了普通的四元数之外，几何代数中还衍生出来了一个二重四元数（Dual

Quaternion）．它不仅能够表示 3D旋转，还能够表示 3D空间中的任何的刚
体运动（Rigid Motion），即旋转、平移、反射和均匀缩放，所以有时候也被
用于图形学中．
二重四元数同样可以表示为 𝑞 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐 𝑗 + 𝑑𝑘，但与普通的四元数不
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同的是，这里的系数 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 都不再是实数，它们在这里是二重数（Dual

Number）．一个二重数 𝑧 可以被定义为

𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝜖. (𝜖2 = 0, 𝜖 ≠ 0)

所以，我们还可以将一个二重四元数写为

𝑞 = 𝑟 + 𝑑𝜖 .(𝑟, 𝑑 ∈ H)

其中，𝑟 是这个二重四元数的实部，𝑑 是这个二重四元数的虚部 (Dual Part)．
这样的定义会给我们带来更多的性质，让我们能够表示其它的线性变换．

7.3.1 参考资料及拓展阅读

二重四元数相关的资料不是很多，基本都是论文．首先是 Ladislav Kavan et

al.的论文以及代码：

• Dual Quaternions for Rigid Transformation Blending

• Skinning with Dual Quaternions

• 代码

除此之外，Yan-Bin Jia写了一份关于二重四元数的讲义，Federico Thomas在
他的论文里从矩阵的角度介绍了二重四元数

7.4 四元数

下面是关于四元数本身的参考资料和拓展阅读．

7.4.1 论文及文章

Ken Shoemake最初提出 Slerp插值的论文以及一篇介绍四元数的论文：

• Animating Rotation with Quaternion Curves

• Quaternions

Erik B. Dam，Martin Koch，Martin Lillholm关于四元数插值所写的一篇总
结性论文：
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• Quaternions, Interpolation and Animation

我们之前所提到的 Squad的证明以及中间控制点的推导可以在第 52-54页
中找到，对四元数导数的讨论可以在第 23-25页找到，对 Slerp以及其四种等
价形式的讨论可以在 42-47页找到．除此之外，这篇论文还讨论了其它的一
些插值方法，可以在 56页之后找到．

Jonathan Blow对 Slerp的一些讨论，它提到了 Slerp的性能问题及一些优化：

• Hacking Quaternions

• Understanding Slerp, Then Not Using It

Euclidean Space这个网站上提到了 3D旋转变换在各种形式之间的转换和
对比：

• Maths - Rotation conversions

矢野忠在他的期刊『数学・物理通信』中连载的文章对四元数的历史、数
学以及应用进行了全面介绍．他从期刊的 1卷 9号开始断断续续连载，到 6

卷 10号结束．期刊中的文章被整理成一本书，叫做『四元数の発見』，于
2014年出版，但是其中大部分的文章都能够在期刊中找到．

HMMNRST在他的博文「四元数を用いた三次元回転計算の幾何学的意
味」中，使用球极平面投影（Stereographic Projection）将四元数投影到 3D空
间，用更形象化的方式解释了四元数两次旋转所带来的结果（虽然这种方式
可能会更加抽象）．博客里面提供的一些图片可能会对你的理解有一定的帮
助．

David Eberly在他的网站 Geometric Tools上提供的一系列文章和代码：

• Quaternion Algebra and Calculus

• A Linear Algebraic Approach to Quaternions

• Constrained Quaternions Using Euler Angles

• Rotation Representations and Performance Issues

• 代码
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7.4.2 书籍

Andrew Hanson的书『Visualizing Quaternions』对四元数进行了非常详细的
介绍．除了四元数在图形学中的应用之外，他还提供了很多的图帮助读者理
解更抽象的主题．

John Vince的书『Quaternions for Computer Graphics』关注点集中在四元数
计算机图形学中的应用，但缺少对插值的讨论．
『Graphics Gems』这一系列的书中有很多对于四元数的讨论，但是比较分
散．

7.4.3 视频

很巧合的是，正好在本篇教程发布不久后，3Blue1Brown在 YouTube上发布
了四元数的视频教程系列，他同样是使用球极平面投影进行解释的．如果你
喜欢更形象化的解释，可以去看他的视频：

• What are quaternions, and how do you visualize them? A story of four dimen-

sions.

• Quaternions and 3d rotation, explained interactively.

• 可互动的视频教程

7.4.4 代码

CesiumJS库对于四元数的实现：

• Quaternion.js

虽然这个库是用 JavaScript写的，但是它在四元数类中提供的功能非常全
面，而且提供了一个 Slerp的近似算法．

GLM库对于四元数和二重四元数的实现，采用 C++实现：

• quaternion.inl

• dual_quaternion.inl

Magnum库对于四元数和二重四元数的实现，采用 C++实现：
61
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• Quaternion.h

• DualQuaternion.h

Direct3D 9的四元数类文档，虽然没有代码，但是里面提到了很多实现的
思路以及注意事项：

• Vectors, Vertices, and Quaternions (Direct3D 9)

8 附录 1：四元数的指数映射
这里我们来证明之前提到的公式：对任意单位向量 u所对应的单位四元数

𝑢 = [0, u]，有

𝑒𝑢θ = cos(θ) + 𝑢 sin(θ)

Proof. 和矩阵与复数一样，四元数的指数也是使用级数来定义的．
我们知道，𝑒𝑥，sin(𝑥)，cos(𝑥)分别能用泰勒级数展开为

𝑒𝑥 =
∞∑
𝑛=0

𝑥𝑛

𝑛! = 1 + 𝑥 + 𝑥2

2! + 𝑥3

3! + 𝑥4

4! + . . .

sin(𝑥) =
∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛
(2𝑛 + 1)!𝑥

2𝑛+1 = 𝑥 − 𝑥3

3! + 𝑥5

5! − 𝑥7

7! + . . .

cos(𝑥) =
∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛
(2𝑛)! 𝑥

2𝑛 = 1 − 𝑥2

2! + 𝑥4

4! − 𝑥6

6! + . . .

我们可以将 𝑥 = 𝑢θ代入 𝑒𝑥，得到

LHS = 𝑒𝑢θ =
∞∑
𝑛=0

(𝑢θ)𝑛
𝑛!

= 1 + 𝑢θ + (𝑢θ)2
2! + (𝑢θ)3

3! + (𝑢θ)4
4! + (𝑢θ)5

5! . . .

= 1 + 𝑢θ + 𝑢2θ2

2! + 𝑢3θ3

3! + 𝑢4θ4

4! + 𝑢5θ5

5! + . . .
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因为 𝑢2 = [−u · u, 0] = −∥u∥2 = −1，我们可以对 𝑒𝑢θ进一步化简

LHS = 1 + 𝑢θ + 𝑢2θ2

2! + 𝑢𝑢2θ3

3! + (𝑢2)2θ4

4! + 𝑢(𝑢2)2θ5

5! + . . .

= 1 + 𝑢θ − θ2

2! −
𝑢θ3

3! + θ4

4! +
𝑢θ5

5! − . . .

同理，将 θ代入 cos(𝑥)和 sin(𝑥)，

sin(θ) =
∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛
(2𝑛 + 1)!θ

2𝑛+1

= θ − θ3

3! +
θ5

5! −
θ7

7! + . . .

cos(θ) =
∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛
(2𝑛)! θ

2𝑛

= 1 − θ2

2! +
θ4

4! −
θ6

6! + . . .

所以，

RHS = cos(θ) + 𝑢 sin(θ)

=
∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛
(2𝑛)! θ

2𝑛 + 𝑢
∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛
(2𝑛 + 1)!θ

2𝑛+1

= 1 + 𝑢θ − θ2

2! −
𝑢θ3

3! + θ4

4! +
𝑢θ5

5! − · · · = LHS.

□

我们在证明的其实是李代数 su(2) 到李群 𝑆𝑈(2) 的指数映射．我们之所
以能够证明它是因为 𝑢2 = −1，与复数的 𝑖2 = −1 非常类似．与复数不同
的是 𝑥2 = −1这个方程在四元数中是有无数个解的．比如说我们所用到的
𝑢 = [0, u]，只要 u是一个单位向量，𝑢就是这个方程的一个解．

9 附录 2：左手坐标系统下的旋转
因为有人问到这个问题，所以我就在这里简单解释一下左手坐标系下的旋
转．
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如果你注意到的话，文章里大部分的图都没有画坐标系统，但这不代表坐
标系统对于旋转是没有关系的．我们在第 2章的时候定义了我们在使用右手
坐标系统，并且我们使用的是右手定则来定义的旋转正方向．虽然这两个概
念都是用右手来定义的，但这都只是数学内的一些惯例定义（Convention）．
它们不仅没有直接的关系，而且我们也可以随意改变这个惯例．
然而，在这之后一切的结论都需要按照惯例的不同进行细微的调整．下面，
我们就来尝试改动这个惯例，来看一看结论会有什么不同．

9.1 右手坐标系 –左手定则

我们首先来看一个比较简单的情况．如果我们仍然在使用右手坐标系统，
但是使用左手定则来定义旋转的正方向，四元数的旋转公式会发生什么样的
改变呢？
当我们用左手定则定义旋转的时候，旋转的方向会与右手定则定义的旋转
完全相反．在之前，我们说「旋转 θ角度」，我们指的是沿着旋转轴逆时针旋
转 θ度．而现在，我们则指的是沿着旋转轴顺时针旋转 θ度：

u

v

v′θ

这种情况相对还是比较容易的．我们知道，顺时针旋转 θ度等于逆时针旋
转 −θ度．这也就是说，我们可以直接将「右手坐标系 –右手定则」时的结
论直接拿过来用．
我们知道，在我们用右手定则定义旋转的正方向时，四元数旋转的公式

（见第 3.2.3节）是这样进行定义的：
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如果我们有一个旋转四元数 𝑞 =
[
cos

( 1
2θ

)
, sin

( 1
2θ

)
u
]，那么将任意向量 𝑣

沿着以单位向量定义的旋转轴 u逆时针旋转 θ度之后的 𝑣′可以通过以下公
式来获得

𝑣′ = 𝑞𝑣𝑞∗ = 𝑞𝑣𝑞−1.

如果我们现在想要将 𝑣 逆时针旋转 −θ度，我们需要的新的旋转四元数 𝑝 则
是

𝑝 =
[
cos

(
− 1

2θ
)
, sin

(
− 1

2θ
)
u
]

=
[
cos

(1
2θ

)
, − sin

(1
2θ

)
u
]

= 𝑞∗.

如果我们使用这个新的四元数 𝑝来对 𝑣 进行旋转

𝑣′ = 𝑝𝑣𝑝∗,

我们就能得到将 𝑣顺时针旋转 θ度的 𝑣′了．
然而，你可以注意到 𝑝的共轭其实就是 𝑞

𝑝∗ = (𝑞∗)∗ = 𝑞.

这也就是说，顺时针旋转 θ度的公式其实可以写成

𝑣′ = 𝑝𝑣𝑝∗ = 𝑞∗𝑣𝑞,

其中，𝑞 =
[
cos

( 1
2θ

)
, sin

( 1
2θ

)
u
] 与之前保持不变，唯一改动只是 𝑞施加的顺

序．现在我们是对 𝑣 左乘 𝑞∗，右乘 𝑞，与之前正好相反．你其实也可以通过
四元数旋转的复合来得出同样的结论．
现在我们应该就清楚在「右手坐标系 –左手定则」的情况下该怎样对 𝑣 进
行旋转了：
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Theorem 13: 四元数旋转公式（右手坐标系，左手定则定义正方向）

任意向量 v沿着以单位向量定义的旋转轴 u顺时针旋转 θ度之后的 v′

可以使用四元数乘法来获得．令 𝑣 = [0, v]，𝑞 =
[
cos

( 1
2θ

)
, sin

( 1
2θ

)
u
]，

那么：

𝑣′ = 𝑞∗𝑣𝑞 = 𝑞−1𝑣𝑞

9.2 左手坐标系 –右手定则

接下来，我们来讨论一个相对比较复杂的情况．现在，我们将使用左手坐
标系统，但是仍然使用右手定则来定义旋转的正方向．这就是说，当我们说
「旋转 θ角度」的时候，我们仍然需要的是沿着旋转轴逆时针旋转 θ度：

u

v

v′

θ

虽然之前我们很早就说明了使用的是右手坐标系统，但是在正文中所有的推
导中，我们仅仅只在一个地方用到了坐标系的手性（Handedness），那就是第
2.3节构造 w的时候使用的叉乘．
改变坐标系的手性会怎样改变 w呢？我们首先要明白的一点是，坐标系
手性的改变并不会对任何的数值运算造成影响，它只会影响我们如何想象
（Visualize）向量之间的关系．
当我们在进行叉乘的时候，坐标系手性的改变并不会改变结果的数值．举
一个最简单的例子，假设我们有两个向量 u = (1, 0, 0)𝑇 和 v = (0, 1, 0)𝑇，现
在我们想要计算它们叉乘的结果 w = u × v．不论在哪个坐标系中，它的计
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算方式和结果都是一样的

u × v =

�������
i j k
1 0 0
0 1 0

�������
= 0i + 0j + 1k

= (0, 0, 1)𝑇 .

在左手坐标系和右手坐标系中，u× v的结果都是w = (1, 0, 0)𝑇．然而，当我
们把结果绘制到图中的时候，我们就会发现这个向量 w = u × v有非常重大
的区别

𝑦

𝑧

𝑥

v

w

u

右手坐标系中的叉乘

𝑦

𝑧

𝑥

v

w

u

左手坐标系中的叉乘

你应该能够注意到，虽然 w的坐标都是 (0, 0, 1)，但是它与向量 u和 v视
觉上的关系在右手坐标系和左手坐标系中完全不同．在右手坐标系中，w的
方向可以通过右手定则来决定，而在左手坐标系中，w的方向则需要通过左
手定则来决定．
知道了这个结果之后，你应该就差不多能够预见改用左手坐标系的后果是
什么了．
现在，我们需要检查一下改用左手坐标系之后第 2.3节推导的结果．因为
我们仍然使用右手定则定义旋转，所以 3D的旋转示意图是完全没有改变的
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u

v

v⊥

v′

v′⊥

θ

之后，我们将所有的向量投影到了发生旋转的 2D平面上，并且利用叉乘构
造了一个向量

w = u × v⊥.

坐标系的手性就是在这里造成了差异．我们知道，在右手坐标系中，w指
向 v⊥逆时针旋转 𝜋/2后的方向．然而在左手坐标系中，w则指向 v⊥顺时针
旋转 𝜋/2后的方向

v⊥

v′⊥w

u
θ

右手坐标系中的情况

v⊥

v′⊥

w

u
θ

左手坐标系中的情况

如果我们仍然按照这个公式

v′⊥ = cos(θ)v⊥ + sin(θ)w
= cos(θ)v⊥ + sin(θ)(u × v⊥)

来计算旋转的结果 v′⊥的话，我们得到的会是将 v⊥顺时针旋转 θ度，或者说
逆时针旋转 −θ度之后的结果，我们将这个实际计算的结果叫做 ṽ′⊥：
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v⊥

v′⊥

ṽ′⊥w

u
θ

θ

因为我们一直是按照上面这个公式推导的四元数形式的旋转，所以说，在
左手坐标系中，如果我们有一个旋转四元数 𝑞 =

[
cos

( 1
2θ

)
, sin

( 1
2θ

)
u
]，一个

向量 𝑣 和一个单位向量定义的旋转轴 u，那么这个公式会将 𝑣 沿着 u逆时针
旋转 −θ度

𝑣′ = 𝑞𝑣𝑞∗ = 𝑞𝑣𝑞−1.

如果我们需要将 𝑣沿着 u逆时针旋转 θ度，参照上一节的结果，我们需要交
换 𝑞 与 𝑞∗相乘的位置．这也就是说，如果使用这个公式

𝑣′ = 𝑞∗𝑣𝑞 = 𝑞−1𝑣𝑞

我们就能获得真正想要的结果，将 𝑣沿着 u逆时针旋转 θ度的 𝑣′．这也就解
答了左手坐标系中的四元数的旋转：

Theorem 14: 四元数旋转公式（左手坐标系，右手定则定义正方向）

任意向量 v沿着以单位向量定义的旋转轴 u逆时针旋转 θ度之后的 v′

可以使用四元数乘法来获得．令 𝑣 = [0, v]，𝑞 =
[
cos

( 1
2θ

)
, sin

( 1
2θ

)
u
]，

那么：

𝑣′ = 𝑞∗𝑣𝑞 = 𝑞−1𝑣𝑞

现在你应该明白该怎样思考这类的问题了，我相信你自己已经有能力推导
出「左手坐标系 –左手定则」下的四元数旋转公式了．这种情况具体的推导
我就省略了，你可以参照之前两小节来尝试推导一下，最终你应该能得到这
样的结论：
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Theorem 15: 四元数旋转公式（左手坐标系，左手定则定义正方向）

任意向量 v沿着以单位向量定义的旋转轴 u顺时针旋转 θ度之后的 v′

可以使用四元数乘法来获得．令 𝑣 = [0, v]，𝑞 =
[
cos

( 1
2θ

)
, sin

( 1
2θ

)
u
]，

那么：

𝑣′ = 𝑞𝑣𝑞∗ = 𝑞𝑣𝑞−1

可以看到，如果在左手坐标系用左手定则定义旋转正方向，和在右手坐标
系中用右手定则定义旋转正方向的公式是完全一样的．

9.3 坐标系转换

有一点需要注意的是，实际应用中的坐标转换其实涉及到的不止是左右手
坐标系的问题．你有可能需要将同一个变换在不同的坐标系中表示出来．比
如说下面这种情况：

𝑥

𝑦

𝑧

坐标系 𝐴下的旋转

𝑥

𝑧

𝑦

坐标系 𝐵下的同一旋转

你应该能注意到，虽然两个图中的旋转看起来一模一样，但是这两个坐标
系不仅手性改变了，坐标轴的位置也被调换了．坐标系 𝐴下的 (𝑥, 𝑦, 𝑧)轴分
别对应着坐标系 𝐵下的 (𝑥, 𝑧, 𝑦)轴．
如果我们在坐标系 𝐴（右手坐标系）中使用右手定则定义旋转正方向，在
坐标系 𝐵（左手坐标系）中使用左手定则定义正方向（也就是都用 𝑣′ = 𝑞𝑣𝑞∗

这个公式来进行旋转），那么在坐标系 𝐴中就是沿着 𝑦 轴 (0, 1, 0)𝑇 向正方向
旋转 θ度，而在坐标系 𝐵中则是沿着 𝑧 轴 (0, 0, 1)𝑇 向正方向旋转 −θ度．
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旋转角度需要取反这一点其实可以直接从坐标系手性的改变看出来．除此
之外我们还需要将旋转轴从坐标系 𝐴转换到坐标系 𝐵中．我们假设这个旋转
轴在坐标系 𝐴中是一个单位向量 u𝐴，我们希望找出一个变换 𝑇 将 u𝐴 转化
到坐标系 𝐵中，我们将坐标系 𝐵中的旋转轴称之为 u𝐵．这也就是说我们需要

𝑇u𝐴 = u𝐵.

接下来我们就需要找出这个变换 𝑇．因为坐标系的转换只有两种情况，一
种是旋转（Rotation，不改变手性），另一种是反射（Reflection，改变手性），
所以 𝑇一定是一个线性变换．我们只需要知道三个基向量在 𝑇下做出的变换
就能够得到关于这个变换 𝑇 的所有信息．
那么，这个 𝑇对于坐标系 𝐴下的基向量做出了什么变换呢？我们可以选择
使用坐标系 𝐴下的标准基：𝑥轴 (1, 0, 0)𝑇、𝑦轴 (0, 1, 0)𝑇 和 𝑧轴 (0, 0, 1)𝑇 来
解答这个问题．
首先，我们来考虑一下 𝑥轴 (1, 0, 0)𝑇 所做出的变换．假设我们在坐标系 𝐴

中有一个以 𝑥轴为旋转轴的旋转变换，如果我们想让这个旋转在坐标系 𝐵中
看起来完全一样，就需要在坐标系 𝐵中同样沿着 𝑥轴 (1, 0, 0)𝑇 进行旋转，这
也就是说

𝑇


1
0
0

 =


1
0
0

 .
接下来是 𝑦 轴 (0, 1, 0)𝑇．因为坐标系 𝐴中的 𝑦 轴看起来与坐标系 𝐵中的 𝑧

轴 (0, 0, 1)𝑇 指向的是同一个方向，所以我们能得到

𝑇


0
1
0

 =


0
0
1

 .
同理，我们知道坐标系 𝐴中的 𝑧 轴被变换到了坐标系 𝐵中的 𝑦轴，所以

𝑇


0
0
1

 =


0
1
0

 .
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我们将这三个等式用矩阵结合起来

𝑇


1 0 0
0 1 0
0 0 1

 =


1 0 0
0 0 1
0 1 0

 .
将等式两边同时右乘以


1 0 0
0 1 0
0 0 1

的逆

𝑇


1 0 0
0 1 0
0 0 1



1 0 0
0 1 0
0 0 1


−1

=


1 0 0
0 0 1
0 1 0



1 0 0
0 1 0
0 0 1


−1

𝑇


1 0 0
0 1 0
0 0 1



1 0 0
0 1 0
0 0 1

 =


1 0 0
0 0 1
0 1 0



1 0 0
0 1 0
0 0 1


即

𝑇 =


1 0 0
0 0 1
0 1 0

 .
现在，如果我们在坐标系中有一个旋转轴 u𝐴，想要获得其在坐标系 𝐵中
对应的旋转轴 u𝐵，就可以通过以下的计算来获得

u𝐵 = 𝑇u𝐴

=


1 0 0
0 0 1
0 1 0

 u𝐴.

这个变换 𝑇 的矩阵里其实还隐藏了一个很重要的信息，我们可以通过计算
它的行列式（Determinant）来确定坐标系的手性有没有被翻转．如果坐标系
的手性被翻转了，那么 𝑇 对应的是一个反射，这时候它的行列式的值等于
−1（见第 7.1.1节）．我们可以确认一下上面求出来的这个 𝑇 改变了手性

det𝑇 =

�������
1 0 0
0 0 1
0 1 0

������� = −1.
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如果坐标系的手性没有被翻转，那么 𝑇 对应的是一个旋转，这时候它行列
式的值等于 1．比如我们想将坐标系 𝐴中的旋转轴转化到一个新的坐标系 𝐶

中来

𝑥

𝑦

𝑧

坐标系 𝐴下的旋转

𝑦

𝑧

𝑥

坐标系 𝐶 下的旋转

坐标系 𝐴和坐标系 𝐶 都是右手坐标系，我们可以按照上面的方法计算出所
需的变换矩阵 𝑇′：

𝑇′ =


0 0 1
1 0 0
0 1 0

 .
我们可以计算它的行列式验证这个坐标系变换没有改变坐标系的手性

det𝑇′ =

�������
0 0 1
1 0 0
0 1 0

������� = 1.

到此为止，你就应该清楚如何思考坐标系转换的问题了．
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